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Rozdziatl 1

Zadania z ¢é¢wiczen

1.1 23.02.15

1.1.1 Zad.l1 / Zestaw 1

Chcemy sprawdzi¢ czy podane odwzorowanie jest funkcjonatem dwuliniowym. Musimy zatem sprawdzi¢
dwa warunki na funkcjonat:

(1) vu,'w,'UEV va,bE)C ﬁ(au + b’U, w) = aﬁ(uv UJ) + bﬁ(”? U))

(2) Vu,wﬂ)GV va,bElC ﬁ(u7 av + bw) = aﬁ(u, ’U) + bﬁ(“a w)

f) :C2xC%—C 6([x],[x:‘|)xj'2yy’
y y

Aby sprawdzi¢ warunki dobieramy dwa skalary oraz jeden wektor:

1,//
a,beC , | €CxC
T / "
Mamy zatem u = o , W= x/ , V= x//
Y] Y Y

Podstawiamy do warunku (1)

ma[w]M[xﬁj], “’f]):ﬁ(
y y LY

(az + ba')@' — 2(ag + by")y' = ax®’ + ba"'% — 2agy’ — 2by"y'

ax + bx"

ay + by//

Mamy obliczona lewa strone warunku (1), teraz liczymy prawa:

)1
Yy Y

arZ’ — 2ayy’ + bx"'xT — 20"y’

) +053(

:L,/I x/
Ll | = a2 o o) =

Jak wida¢ lewa strona nie jest réwna prawej. Szukamy kontrprzykladu:



x
Blal y |+0b:
z
az + bx"
Bl ay+by” |,
az + bz"

Obliczamy prawa

Z/

strone:

) +b55(

1
1

])—(1%).(1—2)——1—@'

) =xa' +ay + 2’y + 227

= azz’ +b2x" 2’ + axy’ + bx"y' + 2'ay + 2'by”" + 2azz" + 2b2" 2

) =a(zz’ +ay’ +2'y+222")+ b(x

arr’ + ary + ax'y + 2azz" + bx"x’ + bx''y' + bx'y" + 2b2" 2

Jak wida¢ zgadza sie, drugi warunek jest do policzenia analogicznie.

Ponizej pokazujemy metode "na szybko” jak uzyska¢ macierz funkcjonatu

A:

e R e

1
0
0

N O O

1.0 ",/ 1,1

r+a2"y +x'y

Jest to macierz uzyskana ze wspo6tczynnikéw wzoru funkcjonatu dla bazy kanonicznej.

Przyktad dla innej bazy:

I metoda:

]):(1+i)-1—2~(1—i)~1:1+z‘—2+2@ —1+3i

+22'2") =



ay1 obliczamy biorac warto$¢ funkcjonatu (| 1 |, | 1 |) =14+14+1+0 = 3 (wartos¢ na v1,v1 z bazy)
0 0
1 0
a1 analogicznie biorac warto$é funkcjonaluna S(| 1 |, | 1 |)=0+140+0 =1 (warto$é¢ na vy,vy
0 0
z bazy) itd.

Otrzymujemy macierz:

3 1 0
A=|1 0 0
0 0 2
IT metoda:
1 1 0 !
Wykorzystujemy macierz w bazie kanonicznej i wzér [z,y,2] | 1 0 0 Y
0 0 2 2
1 1 0 1 1
a1 =[1,1,0]| 1 0 0 1| =[210] 1 | =3 (w miejsce wektoréw wstawiamy v, v; z bazy)
0 0 2 0 0

Analogicznie postepujemy dla dalszych wspolczynnikow macierzy i otrzymujemy identyczna jak wyzej
macierz w bazie B
1.1.2 Zad.2 / Str.20

gz +y) = Blx+yr+y = B +yx)+ B +yy = B@z)+ Byz) + Bx,y) + Bly,y) =
qs(z) + qp(y) +26(z,y)

Rozpisujemy z definicji formy kwadratowej, a nastepnie funkcjonatu (warunki 1 i 2) ¢(z + y), wiemy, ze

funkcjonal jest symetryczny stad G(y,x) = 6(z,y)

1.1.3 Zad.4 / Zestaw 1

X

Y

c) q([

1)=w2+2my+y2

Macierz w bazie standardowej (stosujemy wzér ze str. 21, wspdlezynniki na przekatnej zostaja takie

same, a inne dzielimy przez 2):
1 1
1 1

1 1 !
Obliczanie wzoru funkcjonatu: [z, y] l ] l v ] =[z+y,z+y

11 y'

T
] =z’ +yx' = xy' +yy
y

Czy jest to przestan izotropowa? (Musi zawiera¢ chociaz jeden wektor izotropowy)
Wiemy, ze 22 + 2zy + y? = (z +y)?. Stad jesli podstawimy co$ co si¢ zeruje w nawiasie np. —1,1 otrzy-

mamy 0



Zatem jest to przestrzen izotropowa.

1.1.4 Zad.4 / Str.21

a) Mamy tu do czynienia z przestrzenia Minkowskiego (R?, 3)
B(lx1, y1, 21, ta], [T2, Y2, 22, 2]) = 122, +y1Y2 + 2122 — a2

Ustalmy z,y, 2z € R nie wszystkie rowne 0

Jter [, v, 2,t]— izotropowy

Musimy znalezé takie ¢, aby forma kwadratowa po podstawieniu tego ¢ zerowala sie (wtedy wektor bedzie
izotropowy)

t= a2 +y2+22

qB([x7y7Z7t]) = ﬁ([x,y,z,t], [x7y7z7t]> = x2+y2+z2—(v LIZ‘Q + y2 + Z2>2 = $2+y2+22—$2—y2—22 =0

b) lin([1,0,0,1],[0,1,1,0])
x=11,0,0,1]

u €S

u=la,b,ba]l €8S
6([1,0,0,1],[a,b,b,a]) =a—a=0

1.1.5 Zad.5 / Str.21

(V, B) - przestrzen refleksywna
v1, ..., - parami prostopadte i nieizotropowe wektory
Rozpisujemy definicje wektoréw liniowo niezaleznych:
avy +...+av, =0 =aj..a, =0
Ustalmy ¢ € {1...r}
0=0-8(0,v) =p0-0,v) = B(0,v;) = B((a1v1 + ... + ar,vp),v5) = a1B(v1,v;) + ... + arf(vr,v5) =
ai B(vi,vi) = a; =0

——

#£0

Poniewaz wszystkie B(v1,v;)...0(vr,v;) = 0 poza B(v;,v;) w sumie zostaje nam a;3(v;,v;). Z tego, ze

wektory nie sa izotropowe (v;,v;) # 0 stad a; =0

1.1.6 Zad.7 / Str.21

a) Nasza przestrzen: (V,3)

char K # 2

V skoénie symetryczna < V' alternujace

Vuwev Blu,v) = —=B(v,u) <= Yuev q(u) = Blu,u) =0
(=) Ustalmy u eV

B(u,w) = —B(u, u)

26(u,u) =0
Juz wida¢ czemu mamy cialo charakterystyki roznej od 2, dzielimy zatem przez 2
ﬂ(uv u) =0

(<) Ustalmy u,v € V



0=0u+wv,u+v)=0(u,u)+8(u,v)+ B(v,u) + B(v,v)
-0 -0

0= ﬂ(u,v) + ﬁ(v,u)

Blu,v) = =B(v,u)

W dowodzie z prawej na lewo korzystamy wylacznie z definicji przestrzeni alternujacej
b) char K =2

V' skosnie symetryczne < V symetryczne
Vuwev B(u,v) = —0(v,u), gdyz —1 = 1 w ciele charakterystyki réwnej 2

1.2 02.03.15

1.2.1 Zad.2 / Zestaw 1

(R, 3)
-1 0 1
B:(€1+52+€37€1+637€3) A= 1 1
1 1
5(€1+€2+€37€1)25(514-624-537(514—63 —e3) =f(e1 +e2+e3,61+¢e3)—Pler +e2+e3,e3) =1
-0 =1
By = (e1,€2,¢€3)
B - macierz w bazie B; B=PTAP
0 1
P= 1 —1
-1 0 1
0 1 -1 -1 0 1 0 1 0 -1 0 0 0 1 o0
PTAP = 1 -1 0 0 1 1 -1 0|=1]-1 -1 0 1 -1
0 O 1 1 1 1 -1 0 1 1 1 -1 0 1
0 -1 0
-1 0 0
0 0 1
0 -1 0 ! !
[z,y,2] | =1 0 0 y | =y w2 |y | =2y —ay + 27
0 0 z 2z
-1 0 1 0 -1 0
0o 1 1 |= -1 0 0
1 1 1 0 0 1

1.2.2 Zad.2 / Str. 29

(Mﬂ) = A B= (ula"'aun)
(V, 3) - symetryczna < A - symetryczna (A = AT)



(=)

Vuwev B(u,v) = B(v,u)

A = [B(ui, uy)] = [B(uy,u;)] = AT

(=)

U=y w = Zj bju;

Blu,w) =37, 37, aib;Blui, uy) = 32,37, bjaiB(uj, wi) = B(w,v)

1.2.3 Zad.4 / Str. 29
a) B2 A& B=PrAP
1. zwrotno$¢ A= A P = I (macierz jednostkowa)

2. symetryczno$¢ A= B« B>~ A
A2 B A= PT'BP
A=PT'BP
(PT)~'A=BP
(PT)~'AP ' =B
(P~1H)TAP ' =B
Wezmy P = P~!, mamy wtedy PTAP=B < B~ A
Uwaga: (PT)~! = (P~H)T

3. przechodno$¢ AXCANC2B<AX~B
A2C s A=PTCP
C=2B&eC=Q"BQ

A= (QP)TB(QP) stad dla P = QP mamy A = PTBP co nam daje A= B
Uwaga: AT BT = (BA)T

} & A=PT(QTBQ)P

1.2.4 Zad.5 / Str.29

1 0 1 0
A:
0 1 0 2
Mamy pokazaé, ze A= B nad Z7 i R oraz A 2% Bnad Z3 i Q

Pierwszy sposéb:

A:

1 0 1
= pT 0 P
0 2 1
1 0 0
= (det P)?
0 1

2 = (det P)? -1 = (detP)?
N—_——
keK

2 = k? - Nie znajdziemy takiego k w Zs i Q, w Z7 jest to 3, bo 32 =2, a w R jest to k = /2
Drugi sposéb:

r oy
z t

P =




I

1.2.5 Zad.13 / Zestaw 1

1 2 3
a)A=12 0 -1
3 -1 3

Zastosujemy metode Jacobiego

Minory gléwne macierzy:

Ap=1
A =1
Ay = —4
Ag = —25

Nasza macierz:

1 0 0
0—%2
0 0 4

1 30

b)B=|3 1 1

015

Zastosujemy metode Jacobiego

Minory gléwne macierzy:

Ag=1
A1:1
Ay = -8
Az = —41

Nasza macierz:

1 0
1

0 -1 0

8

0 I

1.3 09.03.15

1.3.1 Zad. 16 / Zestaw 1

Metoda Lagrange’a

(R37 /6)

qp([z1, 22, 73)) = 523 + 23 + az® + dv 79 — 20173 — 27973

Wybieramy te elementy, ktére maja xq :

Lx% + x% + ax® + dxqze — 22173 — 2T229 = bx? + cy? + dz>
b

Utworzy¢ chcemy macierz diagonalna c

Wyciagamy 5 przed nawias:



5(x3 + %xlxg — %3?1.’173) + 23 + ax® — 2wo73
Dopeliamy tak, aby miec wzor skré6conego mnozenia, lecz pamietamy by odjaé¢ to co dodali$my.
4.2

1 4
5(x1 + gl‘g — 51‘3)2 — T3 — ga:% + srox3 + 73 + ax® — 2wox3

=T

Zawarto$¢ nawiasu bedzie nowa zmienna x. Nastepnie upraszczamy wyrazenie i powtarzamy te procedure

od poczatku:

5a° + g3 + (a — §)af — fag

51’2+%(2—6$2 3)+( %)%

522 4 L (wg — 3x3)* — (
——

6.
5

%33 a— %)373

=y
502 + 3y® + (a — 2)a3
Bierzemy wspoétczynniki i wkladamy je do macierzy:

5
1
5
a—2
2 a=2
Liczymy sygnature: sgn A=< 3 a > 2
1 a<?2

Dodatkowo: sprawdzi¢ dla jakiego parametru a macierz bedzie kongruenta z macierza z zadania 13
(bedzie izometria):
(R%,3)  Bi=(c1,62,¢3)

1 30
B=]3 1 1
0 1 5
rB=3
dim B=3
sgn B=1

Stad dla a < 2 mamy izometrig

1.3.2 Zad.17 / Zestaw 1

1 00
Z funkcjonatu: Odczytujemy wspétezynniki | 0 1 0 | - diagonalna
0 0 1

Z formy kwadratowej: Stosujemy metoda Lagrange’a (bo jest parametr, gdyby nie bylo - metoda
Jacobiego)

1.3.3 Zad.3 / Str. 38

0 1 10
o[V ]=en-[o ]

Korzystamy ze wskazéwki skad wiemy, ze (x,y) oraz (x + y,y) sa bazami plaszczyzny. Zatem budujemy

1

10
macierz przejscia z bazy (z +y,y) do (z,y), wiedzac, ze 0 1 jest macierza pewnego funkcjonatu w

bazie (z,y), a my szukamy macierzy tego funkcjonalu w bazie (z + y,y)
r+y=1-2+1-y



1 0
1 1

1 0
0 1

P =

pT P=pPTp=

0 1 11 11

1 1][1 0][0 11wbazie($+y,y)

Stad nasze macierze sa kongruentne

b) “ Hg(m)

I metoda: Zauwazmy, ze pierwsza macierza jest ptaszczyzna hiperboliczna, ktora dla ciata char = 2

jest przestrzenia alternujaca, z kolei (1,1) nie jest alternujaca, dlatego macierze te nie sa kongruentne.
0
IT metoda: Mamy dang przestrzen dwuliniowa (U, «), a macierz 1 0 ] jest macierza funkcjonatu w

bazie (u,v)
Stad: U 5 w = au + bv
q(au + bv) = a(au + bv, au + bv) = aalau + bv,u) + ba(au + bv,v) = a? a(u, u) +aba(v, u) + bac(u,v) +
——
=0
b2 a(v,v) = 2aba(u,v) = 0 w ciele char =2
——
=0

Stad dla kazdego wektora forma kwadratowa przyjmuje wartosci zerowe.

1.3.4 Zad.9 / Str. 30

0 1
Wiadomo, ze L o jest plaszczyzna hiperboliczna.
7 odpowiedniego twierdzenia wiemy, ze gdy mamy plaszczyzne hiperboliczna nad cialem char # 2 to

1 0
{%u + v, % — v} jest baza ortogonalna tej plaszczyzny i macierz w tej bazie jest réwna [ 0 ) ]

1
Zatem, gdy macierz przejécia z bazy {u,v} do bazy {3u -+ v, 5 — v} ma postaé P = ) 1

Lo | _pr|01
0 -1 10

(PT)A[(I) —01]]3_1:“ H

Uwaga: w tym zadaniu stosuje si¢ nieco inne oznaczenia i Q = PT, zatem Q = (P?)~! w naszym

N[ D=

P

przyktadzie.

_ | * Y
b)Q_[z t]



T -y T oz | 22 —y? 22—yt
z —t y t B 22—yt 2242
22—y’ =a

22 —yt=0

22 —t2=—q

Korzystajac ze wskazéwki dostajemy:

z=3(1+a)
y=73(1-a)
t=1(1+a)
z=1(1-a)

1.3.5 Zad.2 / Str.38

=
det(1,1) = K2
det(1,-1) = —K?
~K?=K?= -1€K?
<~

—1eK?
Zatem —1 ==
(1,-1) = (1,22) =2 (1,1)

2

1.3.6 Zad.6a / Str.29

K/ ={aK?:a€ K}
K =CR,Q

Wiadomo, ze
aK? =bK? & ab € K?

a) Nad C

aC?2=C2- Mamy réwnosé¢ warstw, bo

a € C2 - kazda liczba zespolona jest kwadratem stad:
C/ea ={C%}

Rzad grupy : 1

b) Nad R

aR? = bR? & ab € R? - Stad wiemy, ze ab musi byé dodatnie (by bylo kwadratem)
Mamy dwa przypadki:

I a>0

a-R2=1-R?2

a-1>0

II a<0

a-R2=—-1-R?

a-(—=1)>0

Stad R/z. = {1-R? —1-R?}
Rzad grupy : 2



¢) Nad Q

aQ? = bQ? < ab € 0?2

WezZmy dwie liczby pierwsze rézne od siebie

acP beP a#b

Wiemy, ze ich iloczyn na pewno nie bedzie kwadratem w Q

ab ¢ Q?

aQ? # bQ?

Stad Q/Q2 ={a-Q*:aecPU..}

Rzad grupy bedzie wynosil ¢ mimo, ze oprécz liczb pierwszych mamy co$ innego, ale jak wiemy moc

zbioru liczb pierwszych wynosi ¢

1.4 16.03.15

1.4.1 Zad.6b / Str.29

Mamy pokazaé, ze dla ciala skonczonego K o charakterystyce réwnej 2 (char K = 2) mamy K =K?
Skorzystaé trzeba z faktu, ze jadro homomorfizmu grup K — K2,z — z2 jest 1-elementowe.

Zatem mamy:

f: K — K? - homomorfizm grup (dokladniej nawet epimorfizm)

reKer fo flr)=1er?=1sz={-1,1}

Ker f={-1,1}

Jestesmy jednak na cialem char = 2 stad —1 = 1 i nasze jadro jest jednoelementowe (Ker f = {1})
Teraz skorzystamy z twierdzenia o izomorfizmie i z niego wiemy, ze:

K /1y = K? - izomorfizm zachowuje rzedy, stad rzad grupy ilorazowej K /{1y réwny jest rzedowi grupy

~ K
K2
Mamy zatem |K| = |K2|; wiemy, ze K2 < K i dodajac zalozenie, ze K jest grupa skofczong ostrzymu-
jemy, ze K = K2,
Dla grup nieskonczonych fakt ten nie zachodzilby.
1.4.2 Zad.6c / Str.29
Analogicznie jak powyzej, z ta rdéznica, ze mamy jadro 2-elementowe:
|K/{_171}| = |K2\ - identycznie rzedy grup poprzez tw. o izomorifzmie
Skorzystamy z twierdzenia Lagrange’a: |G| = |H| - [G : H|
% =[G : H] = |G/H]| - po odpowiednich przekszalceniach
IK/i_1ny| = K% = Bl = |k = 2= ‘L@" = |K/ | - 2z Tw. Lagrange’a

1.4.3 Zad.6d / Str.29

Mamy pokazaé, ze dla ciala K o charakterystyce rownej 2 zbiér K? jest podcialem ciata K. Zatem do

pokazania sg trzy warunki na podciato:

1. 0,1 € K2
Oczywiste, bo 0,1 € K (K jest cialem, stad 02 =0 € K2, 12 =1 ¢ K?)

2. va,bef{? a—be KZ
Ustalmy a,b € K2



a=12% b=y

a—b=a?—y? =224 y? =22+ 20y + 1y = (z +y)? € K? - korzystamy z faktu, ze char K = 2

3. Vypeke, ppo ab € K2
Ustalmy a,b € K2
a=2> b=y

2

2 .
2 2\—1 _ == _ (=x 2
z* - (y°) —y2—<y> €K

1.5 30.03.15

1.5.1 Zad.4 / Str.38

Mamy pokazaé, ze dla dowolnego ciala K i dla dowolnego elementu a € K zbior D(1,a) jest podgrupa
grupy K
Zbiér D(1,a) = {z? + ay® : x,y € K}\{0}
Sprawdzamy dwa warunki na podgrupe:
1. vb,cED(La) bc € D(l, a)

Korzystamy z tozszamosci podanej we wskazdwcee:

(2% + ay?) (22 + at?) = (zz + ayt)? + a(wt — y2)? € D(1,a)

I S e

2. vbGD(l,a) b_l S D(l,a)

2 2 2 2
2 2 —1 2 2N—2/.2 2 7+ ay x Y
_ _ _ — Y ) epq,
(L T ) (2" +ay’) (2" +ay’) (22 + ay?)? <x2 +ay2> T <x2 —i—a?ﬂ) ()

b

1.5.2 Zad.5d / Str.38

Mamy pokazaé, ze D(a,b) = a- D(1,ab)

Rozpisujemy lewa strone:

D(a,b) = {az? + b3 : 21,75 € K}\{0}

Rozpisujemy prawa strone:

a-D(1,ab) = {a-h € D(1,ab)} = {a- (1 - 2% + abx3}\{0} = {ax? —&—\ai/ba?%}\{O} = {az? + bx3}\{0}

znika
Jak wida¢ po obu stronach po rozpisaniu otrzymujemy to samo.

1.5.3 Zad.5a / Str. 38

Mamy pokazaé, ze D(aq,...,a,) 2 a1 K?U...Ua, K2
Ogoélniej rzecz biorac: a € D(U, o) = aK? C D(U, )
Wiemy, ze a; € D(ay,...,a,),boa; =ay -0+ ...+ a;- 1>+ ... +a, 0
Chcemy pokazaé, ze a; K2 C D(aq, ..., a,)

Wtedy suma a1 K2 U ...Ua, K2 C D(aq,...,an)
Skorzystajmy z ogdlniejszego przypadku:

a = q(u) - norma pewnego wektora u € U

(?) ak?® € D(U, )

ak? = B2 - q(u) = g(uk)

Stad ak? € D(U, «)

Analogicznie mozna rozwazy¢ przypadek dla sumy.



1.5.4 Zad.6 / Str.38

Mamy pokazad, ze: 1 € D(a,b) Vovek = D(a,b) = K Vorek

Zawieranie C - oczywiste, bo D(a,b) C K zawsze

Zawieranie D:

Ustalmy ¢ € K. Pokazemy, ze ¢ € D(a,b)

Zatem chcemy aby ¢ = ax? + by?

Dzielac przez ¢ uzyskujemy 1 = ac™'z? + be™1y?

Ale wiemy, ze 1 € D(d/, V') dla kazdych o', V/

Jesli wezmiemy a’ = ac™! i b = bc~! dostaniemy 1 = ac™'z? + bec~'%y? i przemnazajac powrotnie przez

c mamy ¢ = ax? + by?.

1.5.5 Zad.7a / Str.38

Mamy pokazaé, ze D(1,1) = K (Przestrzen uniwersalna)

Wiemy, ze plaszczyzna hiperboliczna (1, —1) jest przestrzenia uniwersalna. Jesli (1,1) 2 (1, —1) to wtedy
(1,1) tez bedzie uniwersalna.

7 zadania 2 ze strony 38 wiemy, ze (1,1) 2 (1,-1) & —1 € K?

1€ 75 gdys —1 =22

—1€Q(v/-1) gdyz —1 = i? (Dla przypomnienia Q(v/—1) = {a + by/~1:a,b € Q}

Dla Zq; obliczenia trzeba robi¢ recznie (jak w zadaniu 7b ze strony 38)

1.5.6 Zad.8b / Str.39

Mamy pokazaé, ze b € D(1, —a) = a € D(1,—b)

b =22 — ay?

ay? =1- a:22— b-12 —2dZielimy przez y?

a=1- (%) —b(i) dlay #0

Dla y = 0 mamy b = 22

(1,—22) = (1, 1) (niezmiennik izometrii, tylko dla char # 2)

Wiemy, ze D(1,—1) = K (przestrzeh uniwersalna), poprzez izometrie uzyskujemy D(1,—b) = K
Stad a € D(1,-b), bo a € K

A co jesli mamy cialo o charakterystyce réwnej 27

Wtedy niestety wlasnosé ta nie zachodzi. Pokazemy to prezentujac odpowiedni kontrprzyklad:

Mamy K = Zo(X) = { o) SS9 € Ly [X]} (przestrzen funkeji wymiernych o wspétezynnikach z Zs)
Niech —a = X2 i —b = X (Na ¢éwiczeniach oznaczalismy to po prostu jako a i b, ale wtedy pomijalismy
minusy)
Chcemy sprawdzié czy X2 € D(1,X) = X € D(1, X?)
Mamy zatem D(1,X) = {1~ gj((g +X- 3)22((?) : 5,% € ZQ(X)}
Latwo sprawdzié, ze X2 =1- X2+ X -0 - stad X2 € D(1,2) i poprzednik implikacji zachodzi.
Sprawdzmy teraz czy X € D(l X?2)
DO, X?) = {1- L8 x2 B L b e 7,(x))
X = fQElg X252(i)/ g% - w?
X - g (@) wi(z) = ((f(2) w(@))® + (X, h(z) - g())
F(z) G(z)
Flz)=a, X"+ ..+ X +ao
Podnoszac do kwadratu uzyskujemy:

F(2)? a2 X?"+...+a2_X?" 2+ .. +a3X?+a? - zatem stopien tego wielomianu jest parzysty (wszystkie



potegi sa parzyste)
Analogicznie sytuacja ma sie z G?(z), suma tych wielomianéw tez ma stopien parzysty (nawet gdy wyrazy
przy najwyzszej potedze by sie znosily to wtedy nastepne tez maja stopien parzysty).

Z kolei X - g*(z) - w?(x) ma stopie nieparzysty. W ten sposéb dochodzimy do sprzecznosci.

1.5.7 Zad.8c / Str.39

Mamy pokazaé, ze D(1,—a) N D(1,—b) C D(1, —ab)

Ustalmy ¢ € D(1,—a) N D(1,-b) = ¢ € D(1,—a) Ac € D(1,-b) = (podpunkt b) a € D(1,—c) Vb €
D(1,—c)

Wiemy, ze zbiér norm wektoréw nieizotropowych jest podgrupa (zadanie 4 ze strony 38), zatem jesli
a€ D(1,—c)ibe D(1,—c) to ab € D(1,—c)

Ponownie korzystamy z podpunktu b tego samego zadania i otrzymujemy ¢ € D(1, —ab)

1.6 13.04.15

1.6.1 Zad.6c / Zestaw 1

Mamy dang macierz funkcjonatu dwuliniowego 3 : R? x R3 :

-1 0 1
A= 0 1 1 | whazie B= (g1 +¢e2+¢€3,61 +¢3,€3)
1 1 1

Przypomnienie:
St={ueU:aluv)=0Ves}

ut ={veU:aluv)=0}=Ilin(u)*

W naszym przykladzie S = Sol(X — Z = 0)

X=Z
Y=Y
X 1 1 0
Mamy zatem | ¥ | =Z| 0 | +Y | 1 | czylilin(| O |,| 1 |)
A 1 1 0
1
veSt=0u| 0 =Qoraz B |u,| 1 =0
1
-1 0 1 1
Uwaga: Gdyby$my mieli baze kanoniczna wystarczyloby policzyé: [z,y, 2] 0 1 1 0] =0
1 1 1 1

(dla pierwszego wektora), lecz w naszym przypadku mamy inna baze, stad jako pionowy wektor w tym
wzorze trzeba wstawi¢ zamiast wektora jego wspolrzedne w bazie B

Obliczamy wspolrzedne wektora [1,0,1] :

[1,0,1] =0-(e1 +e2+¢e3)+1-(e1 +e3) + 0-e3 stad wspbirzedne jego wynosza [0, 1, 0]

I teraz mozna wstawié¢ do wzoru:

-1 0 1 0
[z,y,2] | 0 1 1 1| =[-z+zy+z,z+y+2z]| 1 |=y+2=0
1 11 0 0

Analogicznie drugi wektor:



Wspélrzedne: [0,1,0] = 1- (g7 +e2 +¢e3) — 1 (61 +e3) + 0 - 3 czyli wspblrzedne wynosza [1,—1, 0]

-1 0 1 1 1
Wzor: [x,y,2] | 0 1 1 -1 | =z+zy+ze+y+z]| -1 |=—2—-y=0
1 1 1 0 0
Mamy zatem uklad dwoch rownan:
y+z=0
—z—y=0
y=—z
—x+z=0
rT=2z
y=—z
2=z

Czyli jest to lin([1,—1,1])

Zatem uzyskaliSmy wspolrzedne w bazie B wektora przez nas poszukiwanego, na ktérym rozpieta pod-
przestrzen bedzie szukanym ortogonalnym dopelnieniem.

Obliczamy ten wektor: 1- (g1 +e2+¢e3) —1-(e1+e3) +1-e3 =3 +¢3

Stad nasze ortogonalne dopekienie wyglada nastepujaco: S+ = lin([0, 1, 1])

1.6.2 Zad.7c / Zestaw 1

Mamy znalezé baze ortogonalna przestrzeni ortogonalnej (Z3, 3) gdzie macierz funkcjonatu 3 w bazie

0 1 1
jednostkowej jest rtowna | 1 0 1
1 10

Niech B bedzie baza ortogonalna tej przestrzeni, B = (u1, ug, us)

Skorzystamy z odpowiednika twierdzenia Steinitza o wymianie, dlatego potrzebujemy na sam pocza-

tek wektor nieizotropowy od ktérego zaczniemy budowaé nasza baze ortogonalna. Jak widaé, zaden z

wektoréw bazowych nie jest nieizotropowy (przekatna macierzy). Stad musimy znaleZzé inny bedacy nie-

izotropowy (norma rézna od 0).

WeZmy np. €1 + €2 1 sprawdzmy czy jest nieizotropowy:

q(e1te2) = Be1+ea, e1te2) = Bler, e1tex)+B(e2, e1+e2) = Bler, e1) + B(er1, €2) + Blez, €1) + Blez, e2) =
—_ 2 =

=0 =1 =1 =0
2 # 0 - mamy wektor niezotropowy (uq = [1,1,0]).

Korzystamy teraz ze wzoru uzywanego juz w zadaniu 6¢ i szukamy ortogonalnego dopelnienia tego wek-

0 1 1 1 1

[z,y,2] | 1 0 1 1| =y+zx+z,e4+yl| 1 | =y+z+ax+z=x+y+22=0
1 1 0 0 0

(Mozna liczy¢ bez wspoélrzednych, bo mamy baze kanoniczna)

r=3z+4y

y=y

2=z

Stad mamy lin([3,0,1],[4,1,0])

Wybieramy jeden z tych wektoréw i sprawdzamy czy bedzie on nieizotropowy (wtedy damy go do bazy
ortogonalnej)

Wezmy (3,0, 1]

q(3e1 + e3) = B(3e1 + €3,3e1 + 3) = [B(3e1,3e1 + e3) + B(es,3e1 + 3) = B(3e1,3e1) + B(3e1,¢e3) +



Bles,3e1) + Bes,e3) = 98(e1,e1) +30(e1,e3) + 36(e3,21) + B(e3,3) = 6 = 1 - Czyli mamy kolejny wek-
—_——— —— —— N——

=9.0=0 =3.1=3 =3.1=3 =0
tor nieizotropowy, prostopadly do uy (u2 = [3,0,1])

Obliczmy teraz ostatni wektor z bazy wykorzystujac dwa poprzednie:

0 1 1 1 1
[,y,2] | 1 0 1 1 | =y+zz+z24+y]| 1 | =y+z+ax+z=x+y+22=0
|1 1 0] 0] | 0]
[0 1 1][3] [ 3]
[z,y,2] | 1 0 1 0| =y+zz+zz+yl| 0| =x+4y+32=0
11 0] |1 1

Tworzylfly uklad réwnan:

r+y+22=0
r+4y+32=0

Gdy dodamy réwnania do siebie uzyskamy x = 0
Dalej liczac z jednego z réownan: 4y +3z2 =0=3z=y = 2z =2y =

z=0
y=y
z =2y

Stad mamy lin([0, 1, 2]) - Wektor stad jest ostatnim wektorem z bazy prostopadlej (us - nie musi on byc
nieizotropowy)
Zatem nasza baza prostopadla to: B = ([1,1,0],[3,0,1][0, 1,2])

1.6.3 Zad.5a / Str.50

Mamy pokazaé, ze S CT = T+ C S+

Rozpiszmy zatem oba te ortogonalne dopetnienia z definicji:

St ={ueV:a(uv)=0Vmes}

T+ ={ueV:aluv)=0Ver}

Wezmy u € T+ = Vier a(u,t) =0 o Vies a(u,t) =0=u € St

1.6.4 Zad.5b / Str.50

Mamy pokazaé, ze (S +T)+ = St NT+

Rozpiszmy: S+ T ={s+t:5€ S, t €T}

(S+T)r={ueV :a(us+t)=0Vsresir}

(C) Wezmy u € (S +T)t = Vees Vier a(u,s +1) =0 =

we Stgdyt=0

uweTt gdy s =0

(D) Wezmy u € ST Aue Tt = Vs alu,s) =0AVera(u,t) =0
Vses Vier alu,s) + a(u,t) =0

Vses Vier alu,s +1t) =0 (z wlasnosci funkcjonatu dwuliniowego)
Zatem u € (S +T)*

1.6.5 Zad.5c / Str.50

Mamy pokazaé, ze jeéli V' jest nieosobliwa to (SNT)*+ = S+ + T+
(2) Weimyu+veSt+TH=uecStAveTt = Vs alu,s) = 0AVier av,t) =0
Weimy w e SNT=weSAweT



Zatem a(u + v, w) = a(u, w) + a(v,w) =0
—_——  ——
-0 -0

Stad u +v e (SNT)*+

(2) St+T+c(SNT)* (Lepszy sposob)

Z zadanie 5 podpunkt b wiadomo, ze (S*+ + T+)+ = (SH)L n(T4)*

Teraz z nieosobliwosci otrzymujemy, ze (S+)+ = S oraz (T+)t =T

Mamy zatem (S+ +7TH)t =SnNT

Znowu obkladamy obie strony ortogonalnymi dopeienia i mamy ((S*+ +7+)*+)+ = (SN T)*+
Ponownie korzystajac z osobliwoéci przestrzeni mamy S+ + T+ = (SN T)+

Czyli udato nam sie dowie$¢ nie tylko zawierania w jedna strone, ale nawet i rownosci.

1.7 20.04.15

1.7.1 Zad.6a / Str.50

Mamy pokazaé, ze rad S = rad S+

(©) Ustalmy s € rad S = Vyes a(s,v) =0

Wiemy, ze jesli s € rad S to naturalnie s € S (z definicji radykatu: rad S = {s € S : a(s,v) =0 Vyes}
Ale wiemy tez, ze jesli s € rad S to s € St (tez z definicji: St = {u € U : a(u,v) = 0 Yyes}

Wtedy z faktu, ze s € S+ oraz V,cg1 a(w,s) = 0 otrzymujemy, ze s € rad S+

(2) Wezmy, S := S+

Wtedy rad S+ C rad(S*+)* = rad S (z nieosobliwosci)

1.7.2 Zad.6b / Str.50

Jedli S jest nieosobliwa mamy, ze rad S = 0. Wiemy tez z poprzedniego podpunktu, ze rad S = rad S+

Stad rad S+ = 6 i zatem S* jest nieosobliwa.

1.7.3 Zad.2 / Str.50

Mamy przestrzen V = 1

] (czyli o takiej macierzy funkcjonalu o w bazie B = (uy,u2))

Chcemy pokazaé, ze rad,V # radsV
Ustalmy v € rad;V = Vyey a(v,w) =0

1 2
Skorzystamy ze znanego juz nam wzoru: [vy, vs) R -

1 2 w2
gdzie vy, vy oraz wi,ws sa wspolrzednymi wektorow v i w w bazie B
Bedziemy chceeli pokazaé, ze dla pewnych v i w wektor v € rad,V, ale v & radsV’
WezZmy jako wektor v wektor postaci u; — uq
Obliczmy jego wspdlrzedne: uy —ug = 1-u; — 1 - us stad wspélrzedne wynosza [1, —1]

1 2
Podstawmy je i dla dowolnego w obliczmy a(u1 — ug, w) = [1, —1] L 9 - [0,0] l e 1 =0
w2

- Zatem v = uy; — ug € rad,V

1 2 1
1 2 -1
Zatem dla dowolnego w nie jest to 0 stad v = u; — us & radsV’

1
Druga strona: a(w, u; —ug) = [wy, ws] ] = (w1 +ws, 2wy + 2ws) [ ) ] =—wi—ws #£0



1.7.4 Zad.3 / Str.50

Mamy (V, «) - przestrzen symetryczna nad K, char K # 2

Chcemy pokazaé: V-nieosobliwa < ¢ ma wlasnosé: jesli y € V to q(z +y) = q(z) + ¢q(y) dla kazdego
zeV=y=0

(=) Mamy V - nieosobliwa

Ustalmy y e V.x € V

g(z +y) = oz, 2) + 2a(z,y) + aly,y) = q(z) + 2a(z,) + q(y) * "= g(2) + 0+ q(y)

Czyli 2a(z,y) =0 = a(z,y) = 0 Veey = yErad V° nicosgbliwosci y=0

(<) Ustalmy y € rad V = Vyey a(y,2) =0

q(z +y) = q(x) + 2ay, z) +q(y) = q(x) + q(y) = y = 0 = w radykale jest tylko wektor zerowy, zatem

=0
V' jest nieosobliwa.

1.7.5 Zad.4 / Str.50

Mamy dane dwie przestrzenie dwuliniowe (U, ), (V, )

¢ : U — V - bijekcja

Zatem oz, y) = B(d(2), d(y)) Vayeu

Wiemy, ze V' ma byc nieosobliwa.

Musimy pokazaé, ze ¢ jest przeksztalceniem liniowym (wtedy bedzie izomorfizmem, bijekcja juz jest)
Warunki na przeksztalcenie:

DV, et 6z +1) = 6(z) +6(y)

2)Vaek VYeev dlax) = ad(x)

d(x+y) — d(x) — d(y) =0 € rad V (bo nieosobliwa, wtedy bedzie spelniony warunek 1)

Blo(x +y) — d(x) — d(y), w) Zo- Wtedy bedzie to w radykale

Ble(x +y) — d(x) — d(y), w) = B(o(z +y) — d(x) — d(y), P(u) = B(d(x + y), p(w)) — B(d(x), d(u)) —
Ble(y), o) = alz +y,u) — a(z,u) — a(y,u) = a(z +y -z —y,u) =a0,u) =0

Analogicznie pokaza¢ warunek 2.

1.8 27.04.15

1.8.1 Zad.5e / Zestaw 1

Mamy sprawdzié¢ czy przestrzen (V, ) jest nieosobliwa. Skorzystamy z faktu, ze wtedy wyznacznik ma-
cierzy funkcjonatlu na wektorach bazowych ma by¢ rézny od 0.

Nasza przestrzen: V = Ry[X] (Upraszczamy sytuacje, dla Ry byloby zbyt duzo obliczen).

Funkcjonal: 6 Ro[X ] x Ry[X] — R

/f

Baza naszej przestrzeni sa wektory B = (1, x,2?), gdyz z nich zbudujemy kazdy wielomian nalezacy do
Ry [X]

Wyliczmy teraz macierz tego funkcjonatu na bazie B :

1
L=/ 1-1dt=2z"=1
s = | a1
€T
3(1.0) = B [ 1w d= ;-

1 3
8(1.0%) = A1) [ 1eatar = [y -

1

N =

3



Macierz A =

+ W= M= =
O ol Nl

-1 4 1, 1 1 1 1 _ . 2 et nieosobli
det A= {x+ 57+ 357 — 5 — 16 — 39 7 0 - zatem przestrzen jest nieosobliwa.

1.8.2 Zad.8a / Zestaw 1

Znajdziemy baze prostopadla metoda ortogonalizacji Grama-Schmidta.

w bazie jednostkowej (1, €9,€3)

S~ =

1 1
Mamy macierz A= | 1 0
11

Szukamy bazy prostopadlej (uq,us,us). Kandydatem na wuy jest jedyny wektor nieizotropowy z bazy
jednostkowej czyli €1 (jego norma wynosi 1). Zatem u; = 1 — [1,0,0].

Teraz znajdziemy wektor us i ug z nastepujacych wzordw:

B Ble2,u1) __ Blezer) oL
u2—€2—ﬁ(6u(17u1))'u1 —52ﬁ(g(51,)€1) €1 =¢2 é( €1 —)82 €1 = [62,17[0]. ;

_ . £€3,U1 . _ £3, U2 . _ _ £3,€1 . _ €3, _1a150 I _
U= S B T Bz P TP Benay O BLLOL L0y Y
€3 — T &1 —0283—51 = [—1,0,1]

Stad nasza baza prostopadia zawiera wektory ([1,0,0],[-1,1,0],[—1,0,1])

1.8.3 Zad.10a / Zestaw 1

W przestrzeni euklidesowej (R%, 3) ze zwyktym iloczynem skalarnym chcemy znalezé baze prostopadia
hiperptaszczyzny Sol(X — Y +Z — T = 0)
X=Y-Z+T

Y=Y
Z=7
T=T
1 -1 1
, . 1 0 0 . .
Mamy zatem podprzestrzen lin NE ) g . (wektory z linu tworza baze tej podprze-
0 0 1

strzeni)
Przestrzen jest euklidesowa przez co nie ma w niej wektoréw izotropowych. Szukamy bazy prostopadiem
(U/la U2, U3)

Zatem za pierwszy wektor z bazy prostopadiej bierzemy wektor z bazy:

Uy = [la 17070}
Metoda ortogonalizacji Grama-Schmidta znajdziemy pozostate wektory z bazy prostopadle;j.
[-1,0,1,0] o [1,1,0,0] -1
= [-1,0,1,0] — -[1,1,0,0] = [-1,0,1,0] — — - [1,1,0,0] = [-1,0,1,0] —
u9 [ y s Ly ] [171’070}0[171’0,0] [7 )y ] [ y Iy Ly ] 2 [7 » Yy } [ )y Yy Ly ]

L lool=|-L 110
2’ 27’ - 2)277



[1,0,0,1] o [1,

1,0
=11,0,0,1| —
va = 10001 = TG oo (1 1,0

1 3 [ 11
[17070a1] _5[1717070} ?2 |:_ a170:| = [1a07071
2

1.8.4 Zad.2 / str.61

a
0 a(ac

C

b 0 .
Cheemy pokazad, ze [ Z ] = (a,a(ac — b?)) = [ ») 1 gdzie a € K,b,c € K.
Skorzystamy z faktu, ze dwie przestrzenie majace te same macierze funkcjonatu w réznych bazach sa
izometryczne.
Jak tatwo zauwazy¢, po prawej mamy macierz diagonalna. Stad po lewej bedziemy musieli znalezé baze

prostopadla, na ktérej funkcjonal bedzie musial mieé taka sama macierz jak ta po prawej stronie.

a

Zatem mamy dana przestrzen (U, «) oraz A = b

] - macierz funkcjonalu o w bazie (uq,us)
c

Baze prostopadla (w,ws) znajdziemy stosujac metode ortogonalnych dopelnieni.

wy =uy (a € K, zatem patrzac na macierz A mamy q(u1) = a(uy,u1) = a, ktére nie jest zerem czyli uy
jest nieizotropowe).

wy = lin(uy)*

Niech [z,y] beda wspblrzednymi wektora wy w bazie (u1,us), wspélrzednymi wektora wy = u; sa [1,0]

(poniewaz u; =1-uy + 0 - ug)

[ax + by, bx + cy]

ar+by =20

b
Szukamy ortogonalnego dopelnienia czyli korzystamy ze wzoru [z, y] l ¢ 1 l 0 ] =0
T = %by

b ¢
1
=0
0]
y=y
—b

Zatem [Z2,1] = [=b,a] = [z, y] (korzystamy z zaleznoéci wektoréw).

Stad wy = —buy + aus

Obliczymy teraz normy wektorow wi, wo

q(
(

q(we) = afwg,wy) = a(=buy + aug, —bu; + aug) = a(—buy, —bu; + aus) + alaus, —bu; + aug) =

wy) = a(wy,wy) = alug,ur) =a

a(=buy, —buy) + a(—buy, aus) + alaug, —buy) + a(aug, aus) = b*a(uy,ur) — aba(uy, uz) — aba(ugz, uy) +
a’a(ug,uz) = ab® — ab? — ab? + a’c = a(ac — b?)
0
czyli taka sama jak
0 a(ac—b?) ] Y ? e
macierz diagonalna po prawej stronie, stad obie przestrzenie sa izometryczne.

Zatem nasza macierz funkcjonalu w bazie [wy,w2] ma macierz [

1.9 04.05.15

1.9.1 Zad.l / Str.61

Mamy pokazaé, ze (a1, ag, ..., an) = (a1, @2, ..., a;) gdzie il...in jest permutacja zbioru 1...n
Wprowadzimy pewne oznaczenia:
A= (aly az, ..., an)

B = (ailaai27“~7ain)



Majac przestrzen (U, «) zakladamy, ze A jest macierza funkcjonalu o w bazie (uq,...,u,), a B jest

macierza tego samego funkcjonalu w bazie (u;1, ..., Uiy, ). Zatem A = B.

1.9.2 Zad.6a / Str.61

Mamy pokaza¢, ze (2,3) = (1,6) nad Ri Z, dla p # 3

Nad R sprawdzamy wymiary, rzedy i sygnature dla kazdej z przestrzeni.

W obu dim = 2, r= 2, sgn= 2, stad nasze przestrzenie sg izometryczne.

Dla Z, gdy p = 2 mamy (0,1) = (1,0) co udowadnia nam zad. 1.

Gdy p # 2 rozpatrujemy dwie sytuacje:

Pierwsza, gdy 6 € Zf)

Wtedy z faktu, ze (a1, ...,a,) = (122, ..., a,@2) mamy (1,1) = (1,6) = (1-1,1-6)

Drugim faktem, z ktorego skorzystamy jest identyczno$¢ lub roztaczno$é¢ warstw.

Jesli 6 € Zf, to wtedy 2212, = 3212), poniewaz 2-3=16,a6 € Zf)

Wtedy mozemy zapisaé¢ 3 = 222 i przez to (2,3) = (2, 22?) = (2, 2) (kwadraty znikaja z faktu pierwszego).
Trzecim istotny fakt zwiazany jest ze zbiorem norm wektoréw nieizotropowych. Mianowice ¢ € D(a,b) <
(a,b) = (¢, cab)

Jedli zalozymy, ze 2 € D(1,1), wtedy 2 = 1-1%2 4+ 112 to wtedy z tego faktu otrzymamy, ze (1,1) =
(2,2:1-1) = (2,2)

Zatem z tych trzech faktéw mamy (1,6) = (1,1) = (2,2) = (2,3)

Teraz rozpatrzymy druga sytuacje, gdy 6 ¢ ZI% _

Tutaj skorzystamy z zadania 6¢ ze strony 29, dzieki ktéremu bedziemy wiedzieli, ze |%» / Zg‘ =2

Zatem wyr6znié¢ bedziemy mogli dwie warstwy tej grupy ilorazowej: Zp / = {Zg, GZI%}

W odréznieniu od poprzedniej sytuacji, teraz z faktu, ze 6 ¢ Zg mamy 22123 #+ 3212,

Zatem jesli mamy dwie warstwy to albo:

a) 272 = 72 372 = 62

b) 372 = 72 272 = 672

Dla wersji a mamy:

(1,6) = (1,3) (bo 6 =2 - 3 gdzie 2 znika (réwno$¢ warstw), stad 6 = 3

(2,3) = (1,3) (analogicznie 2 = 2 - 1, po zniknieciu 2 mamy 2 = 1).

Zatem (1,6) = (2,3)

Dla wersji b mamy podobnie:

(1,6) = (1,2) (bo 6 = 3 -2 gdzie 3 znika (réwno$¢ warstw), stad 6 = 2

(2,3) = (2,1) = (1,2) (analogicznie 3 = 3 - 1, po zniknigciu 3 mamy 3 = 1), a pdZniej korzystamy z
zadania 1 o permutacjach.

Zatem (1,6) = (2,3).

1.9.3 Zad.6b / Str.61

W tym zadaniu w odréznieniu od podpunktu a mamy pokazaé, ze (2,3) % (1,6)
Dla Zs :

(2,3) = (1,6)

(2,0) = (1,0) = 1 € D(2,0) = 1 = 222 - A to jest sprzeczno$¢ w Zg

Dla Q dowiedzenie tego faktu jest skomplikowane rachunkowo.



1.9.4 Zad.8a / Str.124

Mamy wykazaé, ze U LV =V LU

Najpierw jednak krotkie przypomnienie na temat sumy prostej ortogonalne;j:

(U, a), (V, B) - przestrzenie nad cialem K

(Ua) L (V,8) = (U x V)

Y((ur,v1), (u2,v2)) = a(ur, uz) + B(vi, v2)

v = a L @ - oznaczmy tak na potrzeby zadania

(U.a) L (V.8) = (U x Via L )

W naszym zadaniu aby wykazaé izometri¢ musimy znalez¢ izomorfizm f : U x V' — V x U spelniajacy
zaleznosé

(a L B)((u1,v1)(uz,v2)) = (B L a)(f((u1,v1)(uz,v2)))

Naturalnym kandydatem jest funkcja f(u,v) = (v, u) zamieniajaca wsp6lrzedne. Wtedy:

(B L a)(f((u1,v1)(uz,v2))) = (B L a)((v1,u1)(ve, uz)) = Blvr, v2) + aur, uz) = elug, uz) + B(vr, v2) =
(a L B)((u1,v1)(uz,v2))

Odwzorowanie f musi by¢ przeksztalceniem liniowym, 1 — 1 oraz 'na’ (nalezy to sprawdzié¢, na zajeciach

pominiete).

1.9.5 Zad.8c / Str.124

MamywykazaéU SiV = T:>ULV%’SLT.

Oznaczmy (U, a) (S,7v) oraz (V, B) (T, 9)

Szukamy izomorfizmu f: U x V — S x T takiego, ze

(a L B)((u1,v1)(uz,v2)) = (v L 6)(f((ur, vi)(uz, v2)))

Wiemy, ze:

g: U — S - izomorfizm oraz a(u1,usz) = v(g(u1), g(uz))

h:V — T - izomorfizm oraz B(ui,us) = 6(h(u1), h(uz))

Zdefiniujemy zatem izomorfizm f((u1,v1), (uz,v2)) = (g(u1), h(v1)), (9(u2), h(vz)) - od razu mamy, ze
jest to izomorfizm (poniewaz na kazdej skladowej mamy izomorfizm).

Zatem (7 1 8)(f((u1, 1) (w2, v2))) = (v L )((g(u), hlvn)), (9(t2), h(2))) = 1(g(ur), 9(u2)+(h(vn), h(vz)) =
a(ur, uz) + Bur, uz) = (o L B)((u1,v1)(uz,v2))

Co nalezalo pokazaé¢ (mamy izometrie).

1.9.6 Zad.8d / Str.124

Mamy wykazaé, ze dim U L V = dim U+ dim V

Bedziemy szukali bazy iloczynu kartezjanskiego (poniewaz (Ua) L (V,08) = (U x V,v))
Niech uq, ..., u, - baza U

UVl .o, Uy - baza V'

Wtedy: (u1,0), ..., (tun,0), (0,v1),...,(0,vp,) - baza U x V

n m
Wymiary bazy U i V wynosily n i m czyli po jednej stronie mamy dim U+ dim V =n+m
A baza iloczynu kartezjanskiego wynosila tyle samo: dim U LV =n+m
Stad dim U L V = dim U+ dim V



1.10 11.05.14

1.10.1 Zad.8e / Str 124
Mamy pokazaé, ze det(U L V) =detU - det V

Niech
U,a)= A
(V.p)= B
A 0
Wtedy (U,a) L (V,3) =2 AL B= B

det A

0 ] =detA-detB
B

Mamy wtedy dwa przypadki, ktére nalezy sprawdzi¢:
1. det(U LV)=0=det(A L B)=0<det A=0Vdet B=0<detU=0VdetV =0

2. det(U LV)#0< det(ALB)#0<det A#0Adet B#0
A . . . .
Wtedy det(U L V) = det [ 0 g ] K? = (det A-det B)K? = det AK? - det BK? = det U - det V/

1.10.2 Zad.2 / Str.154

Mamy wykazaé, ze dla dowolnej przestrzeni U nad cialem K i dla ciala K bedacego 1l-wymiarowa

przestrzenia nad K

e U®0=0
Sprawdzimy to macierzowo, jesli wezmiemy iloczyn Kroneckera macierzy przestrzeni U i macierzy

0 to dostaniemy 0

e URK
Niech (U, &) bedzie prz. dwuliniowa, a K = lin(1)
Wtedy a(1,1) =1, a macierz funkcjonalu oo w bazie {1} wynosi wtedy [1]
Zatem U@ K 2U®[1]|=2U

e QK=K

W poprzednim podpunkcie podstawiamy U = K i mamy udowodnione.

1.10.3 Zad.6a / Str. 155

Mamy pokazaé, ze (A L B) ® C

0
B

A®C 0

C:
? 0 B®C

Wtedy —(A®C)L(B®C)

1.10.4 Zad.6b / Str.155

Mamy pokazaé, ze jesi AQ B=ARCiA#0to B=C
Zatem niech AQ B=A®C

Wtedy A® B = [a;; B] = [a;;C]

Jesli a;; # 0 to mozna przez to dzieli¢

aijlbij] = aijleijl/ « aij



[bij] = [cij]
Stad B = C

1.10.5 Zad.3 / Str.155

Mamy pokazaé, ze jesli (U, «) i (V, ) sa symetryczne to (U ® V,a ® (3) jest przestrzenia symetryczna
czyli (a®0)(u1 @v1, ua®@v2) = (a® ) (uz @va, u1 ®v1) to znaczy aluy, us)-H(v1, va) = aluz,uy)-B(ve, v1)

Niech Zaijui ® vy, Zbkluk RueleV

i k.l
Wtedy a®ﬁ(z a;ju; QUj, Zbkluk@)vl eURV) = ZZaijbklaQ@ﬁ(ui@Uj,uk@vl) = Z Z bria;;a®
i k.l i kil ki
Blur @u,u; ®vj) =a® ﬂ(z briug ® vy, Zaijui ® vj)

k,l 1.7

Dla przestrzeni alternujacych jest btad w ksiazce.

1.10.6 Zad.4 / Str. 155

Mamy wykazaé, ze jesli {u;} jest baza ortogonalng przestrzeni (U,c), a {v;} jest baza ortogonalna
przestrzeni (V, ) to {u; ® v;} jest baza ortogonalnag (U @ V,a ® 3)

Niech {uy, ..., u,} - baza ortogonalna U

{v1, ..., Um } - baza ortogonalna V'

Wtedy B={u; ®v; : 1<i<n, 1<j<m}-bazalU®V

Jeslii #kij#1to

a® B(u; @ vj,ur ®vy) = a(ug, ug) . B(vj,v) = 0 poza przekatna czyli B jest
———— —
=0 z prostopadlosci dla « =0 z prostopadtlosci dla 3

baza ortogonalna (ma elementy niezerowe tylko na przekatnej).

1.10.7 Zad.5 / Str.155

Mamy pokazaé, ze iloczyn tensorowy dwéch przestrzeni euklidesowych jest przestrzenia euklidesowa.
Niech (U, «), (V, B) beda przestrzeniami euklidesowymi (nad R i symetryczne)

Wiemy, ze posiadajg one bazy ortogonalne:

(U, ) = (ug, ..., up) u; >0 Viei.n

(V,8) = (v1,.sum) ;>0 Vjer.m

Wtedy (u1v1, ..., @10, b1, ..., a2by,...)

Te iloczyny (u;,v;) na przekatnej zawsze beda wieksze od 0 zatem mamy baze ortogonalna.

1.11 18.05.15

1.11.1 Zad.9 / Str.155

Mamy wykazaé, ze jesli Z jest calkowicie izotropowa podprzestrzenia przestrzeni U to Z ® V jest caltko-
wicie izotropowa podprzestrzenig przestrzeni U ® V'

Przypomnimy co znaczy, ze podprzestrzen jest catkowicie izotropowa:

Z < U - catkowice izotropowa tzn. V¥, ,,ez a(z1,22) =0

Mamy przestrzen (Z @ V,a ® ()

Wezmy 21 ® 1,20 QU € ZQV



Wtedy a ® B(z1 ® v1,22 ® v2) = a(z1,22) - B(v1,v2) = 0- B(v1,v2) - czyli zawsze bedzie réwne 0 stad
————

=0
Z @V jest catkowice izotropowa.

1.11.2 Zad.11 / Str.155

Mamy wykazaé, ze jeSi U 2 SiV 2T toUQV ZS®T
Mamy dane przestrzenie dwuliniowe (U, «), (V, 8), (S, ), (T, )

Zatem niech U 2 SiV é T - czyli mamy tu izometrie (izomorfizmy) g zU do SihzV do T
Szukamy odwzorowania bedacego przeksztalceniem liniowym i izomorfizmem, oznaczmy go jako
f:U®V — S®T takiego, ze

a® Bur @vi,us @v2) =7 0(f(ur @v1), fug @vs))

Najprosciej bylo by wziaé¢ odwzorowanie przeprowadzajace u na g(u) i v na h(v), ale wtedy nie bedzie
ono jednoznaczne zatem takie rozwigzanie odpada.

Wiemy, ze jednoznaczne wartosci uzyskamy biorac wektory bazowe niech zatem

(U1, .oyt - baza U

(v1, ..., Um) - baza V

Wtedy odwzorowanie f(u; ® vj) = g(u;) ® h(v;) dla ¢ = 1..n,j = 1..m jest poprawnie okreslone, a
ponadto

{ui®v;,1<i<n, 1<j<m}jest bazga UV

7 izometrii miedzy U i S oraz V i T wiemy, ze

(g(u1)y ..., g(up)) - baza S

(h(v1), ..., h(vm)) - baza T stad

{g(uw;) @ h(v;),1 <i<n, 1<j<m}jest baza ST

Zatem mamy automatycznie izomorfizm, poniewaz odwzorowanie f przeprowadza baze na baze.
Na koniec pozostaje sprawdzié, ze o ® B(u; @ vj, ur @ v;) = v & §(f(w; ® vj), f(ur ® vy))
Wyjdziemy z prawej strony i dojdziemy do lewej:

Y& O(f(ui ®vj), flur @) =7 ®6(g(wi) ® h(vs), g(ur) ® h(v)) =

Y(g(ui), g(ur)) - 6(h(v;), h(vi)) = alui, ur) - B(vj,v1) = a ® B(u; @ vj, up @ vr)

1.11.3 Zad.da / Str.71

Mamy pokazaé, ze (a1, ...,a,) = (b1, ...,b,) < (aaq, ..., aay) = (aby, ...,ab,) dla a, ag, by, € K

=

(aay, ..., aa,) mozemy przedstawié jako (a) ® (ay,...,an), a (aby, ..., ab,) mozemy przedstawié¢ jako (a) ®
(|

Utozsamimy te macierze z przestrzeniami z poprzedniego zadania.

Niech (U, a) = (a) oraz (S,7) = (a) (przestrzenie maja te same macierze), wtedy (U, o) = (S,7)

Jesli V = (ay,...,a,) oraz T = (by, ..., b,) to wiedzac, ze (ai,...,a,) = (b1,...,b,) otrzymujemy (V, 3) =
(T, )

Teraz wystarczy podstawié¢ do poprzedniego zadania i otrzymujemy izometrie (aayq, ..., aa,) = (aby, ..., aby,)
“—

Wiemy, ze (aaq, ...,aa,) = (aby, ..., aby,)

Sposéb bedzie analogiczny jak poprzednio tylko, ze

(U,a) = (a7 1) oraz (S,7) = (a!) (przestrzenie maja te same macierze), wtedy (U, a) = (S, )

Jesli V' = (aay, ..., aay,) oraz T = (aby, ..., ab,) to wiedzac, ze (aay, ...,aa,) = (aby, ..., ab,) otrzymujemy

(V. 8) = (T,9)

I ponownie korzystamy z zadania powyzszego.



1.11.4 Zad.4c / Str.71

Mamy pokazaé, ze jesli (a1, aq,a3) = (b1, ba, bs) to (ajas,aias, asas) = (byba, b1bs, babs)

Korzystajac ze wskazéwki wiemy, ze ajasazK? = bybobsK? (wyznaczniki) co powoduje, ze (ajagas) =
(b1b2b3)

Ponownie musimy skorzystaé¢ z zadania 11 ze strony 155, w ktérym wykazalidmy ze jeSi U 2 SiV =T
toU®V 2S®T, unas

U= (ala az, a3)

S = (bh bQ7 b&)
V = (a1a2a3)
T = (bybobs)

Wtedy U ® V= S ®T czyli w naszym przypadku:

(a1,a2,a3) ® (ajazas) = (b1, be, b3) ® (b1babs)

Liczac iloczyn Kroneckera otrzymujemy

(a%agag, ala%ag, alagag) = (b%bgbg, blb%bg,, bl bgb%)

Mozemy pominaé¢ kwadraty (grupa klas kwadratéw)

(azas,araz,ajaz) = (babs, bybz, b1b2)

Elementy na przekatnej mozna permutowaé (np. jako wartosci funkcjonatu na bazie, ktéra mozna per-
mutowac)

Zatem otrzymujemy (ajag, aias,asas) = (byba, bibs, babs)

1.11.5 Zad.4b / Str.71

I

Mamy wykazadé, ze jeSli (a1, ..., an) = (b1, ...,by) oraz (c1, ..., ¢m) = (d1, ..., dm) t0 (@1, .oey Gy C1y ooy Cm)

(b1, ey by diy ey di)
Skorzystamy z zadania 8 ze strony 124, gdzie pokazalismy, ze jeSi U =2 SiV =T toU LV =S 1T

Zatem niech:

U= (ay,...,an)
S = (by,..eybp)
V=(c1,.rm)
T = (dy,...,dpm)

Wtedy (a1, ...,an) L (c1,.eycm) = (b1, ..., 0n) L (d1,....dm)
Macierzy obu sum tez sa kongruentne zatem (a1, ..., an,C1, ..., Cm) = (b1,...;bn,d1, ..., ds,) co mieliSmy

pokazad.

1.11.6 Zad.6a / Str.72

Mamy pokazaé, ze przestrzenie U = (1,1,1,—1) i V = (1,—1,—1,—1) nad R maja identyczne wymiary,
wyznaczniki i zbiory norm wektoréw nieizotropowych.

Wymiary: patrzymy na macierze i od razu widzimy, ze obie przestrzenie maja wymiar rowny 4
Wyznaczniki:w obu przypadkach det U = det V = —1R2

Zbiory norm wektoréw nieizotropowych: D(1,1,1,—1) = {z? + > + 2% — t? : z,y, 2,t € R}\{0}

=R
Analogicznie D(1,-1,-1,-1) =R

1.11.7 Zad.6b / Str.72

Korzystajac z twierdzenia Witta o skracania mamy wykazaé, ze (1,1,1,—-1) % (1,—1,—-1,-1)

Zalézmy, ze sa izometryczne, wtedy:



(1,1,1,-1) = (1,-1,-1,-1)

Korzystajac z twierdzenia Witta o skracaniu uzyskujemy

(1,1) = (-1,-1)

Wiemy, ze jednym z niezmiennikéw izometrii jest zbiér norm wektoréw nieizotropowych zatem:
D(1,1) = D(-1,-1)

Wtedy —1 = 22 + 32 co jest niemozliwe nad R

Obie przestrzenie nie sa wigc izometryczne.



Rozdzial 2

Zadanie dodatkowe (nie z ¢wiczen)

2.1

30.03.15

2.1.1 Zad.7b / Str. 38

Komentarz: Na ¢wiczeniach podano wylacznie, ze to zadanie trzeba zrobi¢ metoda reczna.
Zatem mamy K = Z;. Chcemy pokazaé, ze D(a,b) = K dla kazdych a,b € K
Z zadania 6 z tej samej strony wiemy, ze 1 € D(a,b) Yopex = D(a,b) = K VabeK

Korzystajac z tego musimy pokazaé, ze 1 = az? + by* V, bek

a i b moze byc réwne 1,2, 3,4,5,6. Trzeba sprawdzié¢ wszystkie mozliwosci z takimi wartosciami (czesci

nie trzeba bedzie liczyc bo bedzie symetryczna np. 11 3 oraz 31 1):

Dlaa=1ib=1,2,3,4,5,6 - bierzemy x =1iy=0imamy: 1=1-124+5-02=1
Dlaaz?ib:2,3,4,5,6—bierzemyz:2iy:Oimamy:1:2~22+b~02é1:8£§1:1
Dlaa:3ib:3—bierzemyx:2iy:limamy:1:3~22+3~12¢1:12+3é1:15@1:1
Dlaa=3ib=4-bierzemyz =0iy=3imamy: 1 =3-0244-32=1=0+36=1=36Z1=1
Dlaa=3ib=5-bierzemyz=1iy=1imamy: 1 =3-1245.-1' = 1=3+5=>1=821=1
Dlaa=3ib=6-bierzemyr=1iy=3imamy 1 =3-1246-32 = 1=3+54=1=57Z1=1
Dlaa=4ib=4,56-bierzemyz = 3iy = 0imamy 1 =4-3245.02 = 1 = 36+0 = 1 = 3621 =1
Dlaa:5ib:5—bierzemyx:31y:1imamy1:5~32+5~12:>1:45+5:>1:50£§1:1
Dlaa=5ib=6-bierzemyr =1iy=2imamy 1 =5-1246-22 > 1=5+24=1=2021=1

Dlaa:Gib:6—bierzemy1‘:Qiy:?)imamyl:6o22+6~32:>1:24+54:>1278@1:1

Reszta mozliwosci jest symetryczna.
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