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Rozdziat 1

Ogdlna teoria rézniczkowania

1.1 Pochodna

Ustalmy przestrzenie unormowane X, Y nad tym samym ciatem K € {R,C} i zbiér otwarty U C X

Definicja 1.1.1. Funkcje f: U — Y nazywamy rézniczkowalng w punkcie xo € U wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje takie cigglte odwzorowanie liniowe A: X — 'Y, Ze

. flzo+h) — f(zo) — AL
TR (1)

Uwaga 1.1.1. Jezeli funkcja f: U — Y jest rozniczkowalna w punkcie xo € U to istnieje doktadnie
jeden ciggly operator liniowy A: X — Y spetniajocy warunek 1.1.

Dowdd.
1. Niech A, Ay: X — Y beda ciaglymi odwzorowaniami liniowymi i

lim f(xo+h) — f(xg) — Agh
h—0 I

—0 dake{1,2}

Alh — Agh _ f<$0 + h) — f(f]fo) — Agh _ f(ﬂfo —+ h) — f(xo) — Alh h—0 0

||l 1] [|A]

3.e>0
<6>

Avh — Ash
[17]

460 v<0<ww<5jH
heX

5. 0<

h
dol| =6
HMM

18+ (957) — 2 (O
)
§ |[Arh — Ashl|
I 4

IAth — Ash|| <el|h]]  dlah e X\ {0}

1

X



ROZDZIAE 1. OGOLNA TEORIA ROZNICZKOWANIA 4

6. |[A1 = Agl| <€ (Veso) = A1 = Ay
]

Definicja 1.1.2. Jezeli funkcja f: U — Y jest rozniczkowalna w punkcie xqo to jedyny ciggly operator
liniowy A: X —'Y spelniajocy warunek (1.1) nazywamy pochodng funkcji f w punkcie xo i oznaczamy
symbolem f'(zy).

Definicja 1.1.3. Funkcje f: U — Y nazywamy rézniczkowalng wtedy @ tylko wtedy, gdy jest ona
rozniczkowalna w kazdym punkcie zbioru U.

Przyktad 1.1.1. KazZde ciggle odwzorowanie liniowe A: X — Y jest funkcjg rozniczkowalng oraz
N(xz) = A dla kazdego x € X

Dowad.
Jezeliz € X, ah e X \ {0} to

Az +h)—Ax) —Ah Az +Ah—Av—Ah 4

= 0
1] 1]

]

Przyklad 1.1.2. Jezeli X1, Xo,Y sq przestrzeniami unormowanymsi to kazde ciggle odwzorowanie dwu-
lintowe A: X7 x Xo — Y jest funkcjq rozniczkowalng oraz

Al(l’l, l’g)(hl, h2) = A(l’l, hz) + A(hhxg) dla ((L’l,Z‘Q), (hl, hQ) < X1 X X2
Dowdad.
1. (1'1,1'2) € X1 X XQ

2. A: X1 X XQ —Y
A(hl, hg) = A(.lel, hg) + A(hl, 33'2)

3. A jest funkcja ciagla
(h1,hy) € Xy x X3
(hin, hon) € Xy x Xy - ciag punktéw zbiezny do punktu (hy, he) (zbieznosé po wspoétrzednych
hl,n - hl; h2,n - hz)
A(hyn, hon) = M1, hog) + A(hyp, 2) — A(z1, ho) + ARy, 22) = A(hy, hs)

4. Jezeli (CLl,CLQ), (bhbg) S X1 X Xg, a € K to

Ala(ay, az) + (by,b2)) =A(aay + by, aag + by) =
A(xy, aas + be) + Alaay + by, z9) =
al(z1, az) + A(z1,b2) + al(ar, 2) + A(by, o) =
a(A(z1, a2) + Alar, z2)) + (A(z1, b2) + A(by, 22)) =
aA(ay,as) + A(by, bs)
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A((z1,22) + (h1, ha)) — A(@q, 22) — A(hq, he)

> 1, o)l
A((z1 + hi, 22 + h)) — A(xy, 29) — A(hy, ha)
|[(ha, ha)|
A(zq, x9) + A1, ha) + A(hy, x2) + A(hy, ha) — Az, 22) — A(x1, he) — A(hy, 22)

|| (A1, ha)||

A(hth) dla (hl,h2) e X1 x Xy \ {(070)}

[[(h1, ho)]]
6. Jezeli (hl, hg) € X1 X X2 \ {(0,0)}

(1, ha) ‘ 1 AL 1]l - liBell _ 1A
= 1A (R, B)|] < < T2+ (o] 2 =
HII hi, ho)ll]] - [[(Pa, ha)] oo VIl + kel 2
A hi,ha)—
= 2,y 222222,

A/(Qfl, $2)(h1, hg) = A([L’l, hz) + A(hl, 272)

Twierdzenie 1.1.1. Kazda funkcja rozniczkowalna w punkcie jest w tym punkcie ciggla.
Dowdd.

1. f: U —Y - funkcja rézniczkowalna w xo € U

2. u: U — Y dana wzorem

£ (@)= (o)~ 1" (o) (z—0)
u(z) = { [E=] T # o
0 T = T9

3. Funkcja u jest ciaggta w punkcie z

4. Jeslix € U
f(x) = f(zo) + f'(w0)(x — x0) + ||7 — 20| - u()
—— ——

stata odzw.lin.cg. ciggta ciggta

5. Funkcja f jest ciagta w punkcie x € U

]

Twierdzenie 1.1.2. Jezeli funkcje f,g: U — Y sq rozniczkowalne w punkcie o € U oraz o, 3 € K to

funkcja aof + Bg jest rézniczkowalna w punkcie xy oraz

(af 4+ Bg) (z0) = af' (o) + B9 (w0)

Twierdzenie 1.1.3. Zalozmy, ze X, Y, Z sq przestrzeniami unormowanymi, a U C X oraz W CY sq

zbiorami otwartymi. Jezeli funkcja f: U —'Y jest rézniczkowalna w punkcie xo € U oraz f(U) C W, a

funkcja g: W — Z jest rézniczkowalna w punkcie f(xg) to funkcja g o f jest rézniczkowalna w punkcie

Ty 0T0Z

(g0 f)(20) = g'(f(z0)) o f' (o)
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Dowdd.

L. yo = f(x0)

2. Okreslmy funkcje u: U — Y wzorem (1.2) oraz funkcje w: W — Z wzorem

=l y# Yo

0 Y= Yo

9W)—9(yo)—g’ (¥o) (y—yo)
w(y) =

3. Funkcja u jest ciggta w punkcie zg, a funkcja w jest ciggta w punkcie yq

4. ¢'(yo) o f'(x0): X — Z jest cigglym operatorem liniowym.

gffw)) 9(f (@) = g'(f (o)) o f'(x0)(x — x0) =

ot
—~

g )
9" (o) (f"(zo)(x — w0) + ||z — mo|u(x)) + [|f(2) — f(zo)[Jw(f(2)) —
g'( )

[l = zollg' (wo)u(z) + | (x) = f(zo)[[w(f(x)) dlazeU

6. Jezeli z € U\ {xo}
Hg(f(x>> — 9(f(20))) — ¢'(f(0)) o f'(x0) (& — o) ‘ _
| £(@o) (@ = 20) + [l = o [u(x) | [w(f (x))

[l — o]
_| |z — ao]]

g (yo)u(zw) +

X

(o) f' (o) (z — x0) + ||z — ollg' (yo)u(x) + [1f () — f(zo)[|w(f(z)) -

(y0) (f () = f(x0)) + ||.f (=) = f (o)l [w(f () — ¢'(y0) o f'(z0)(x — x0) =
9 (yo) o f' (o) (w — o) =

9'(yo) © f'(wo)(x — wo) =

(UL o)l - [l = ol | + |l = o[ - [Ju(@)[]) - lw(f ()] _

< |lg' (wo)u ()l +

[l — |

119/ (yo)u(@)|| +(|| £ (o) ] + | [ul@)|]) ||w(f())]] Z=22 0

Tr—x 2 o xr—x
0 0 stala stala 0 0

Oznaczenie 1.1.1.

Isom(X,Y)={A: X = Y: A - odwzorowanie ciggle, liniowe, 1-1 , A(X)

=Y, A - odwzorowanie ciggle}

Twierdzenie 1.1.4. Zalozimy, Ze funkcja f: U — Y jest réozZnowartosciowa i rézniczkowalna w punkcie

xo € U. Jezeli f(U) jest podzbiorem otwartym przestrzeni Y, f'(xg) € Isom(X,Y), f jest ciggla w xy to

funkcja =1 jest réiniczkowalna w punkcie f(xo) oraz

(F71) (Fla) = f/(20) !

Twierdzenie 1.1.5. Zalézmy, ze X, Y1, ..., YN sq przestrzeniami unormowanymsi, a U C X jest zbiorem

otwartym.
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i) Jezeli fi: U — Y1,...,fn: U — Yy to funkcja (fi1,..., fn) jest rézniczkowalna w punkcie xo € U
wtedy 1 tylko wtedy, gdy kazda z funkcji fr,..., fn jest w tym punkcie rozniczkowalna.

ii) Jezeli (fi,..., fn) jest rozniczkowalna w punkcie xo € U to (f1,..., fn) (xo)h = (fi(zo)h, ..., fx(zo)h)
dla h € X.

Dowad.

D1 f=0h-fv)
N

2. Dla k € {1,..., N} niech m;,: X Y; — Y} oznacza rzutowanie. 7 (y1,...,yn) = yi dla
j=1

N
(y1,--- yn) € XY

j=1
3. fu=mpofdlake{l,...,N}

4. Jezeli f jest rozniczkowalna w punkcie zg € U to dla kazdego k € {1,..., N} funkcja f; jest
rozniczkowalna w punkcie zy oraz

f;;(ifo) = Tk O f/(ffo)

a zatem

(Fiye s f) (@o)h = (Fl(x0)h, . .., Frolwo)h) dla b € X

IT) 1. Zalézmy, ze f1,..., fn sa rézniczkowalne w punkcie zo € U

N
2. A: X - XY,
j=1

A(h) = (fi(mo)h, ..., fy(wo)h)
3. A jest liniowe i ciagte (odwzorowanie w produkcie jest ciagle)

f(wo+h) — f(zg) — Ah _ fi(xo +h) — fi(zo) = fi(wo)h, ..., fn(wo +h) — fn(x0) — fr(m0)h _
||A]] ||R]|

_ Silwo +h) — fi(zo) — fi(zo)h In(wo +h) — fn(zo) — fy(zo)h
[|7]] Y ||

- (0,0,...)

]

Whniosek 1.1.1. Zatozmy, ze X,Y1,Ys, Z sq przestrzeniami unormowanymi, a U C X jest zbiorem
otwartym. Jezeli funkcje f1: U — Yy, fo: U — Ys sq rozZniczkowalne w punkcie v € U, a A: YixYy — Z
jest cigglym odwzorowaniem dwuliniowym to funkcja A o (f1, f2) jest réiniczkowalna w punkcie xo € U
oraz

(Ao (f1, f2)) (z0) = A(e, fa(w0)) © fi(zo) + A(f1(20), ®) 0 f3(0)

Rownowazna réwnodé

(Ao (f1, f2)) (xo) = A(fi(z0)h, fa(0)) + A(fi(wo), f3(z0)h)
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Dowad.
Wedlug przyktadu 2 oraz twierdzenia 5 i 3 funkcja A o (f1, f2) jest rézniczkowalna w punkcie z i dla
kazdego h € X mamy

(Ao (fi, f2)) (wo)h = A (fr(zo), faza))  (f1, fo)'h = A(fi(wo), fa(xo)h) + A(f1(wo)h, f2(x0)) O
(f{(zo)h,f5(xz0)h)

Whniosek 1.1.2. Jezeli funkcje f: U — Y oraz ¢: U — K sq rézniczkowalne w punkcie xg € U to ich
tloczyn pf jest funkcjq réziniczkowalng w punkcie xy oraz

(o ) (o) = (¢'(wo)h) - f(wo) + @(w0) ['(xo)h dla h € X
Dowad.
1. Okreslmy A: K XY — Y wzorem A(«,y) = ay
2. A jest ciagla i dwuliniowa oraz ¢ - f = A(y, f)

3. Na mocy wniosku 1 funkcja ¢ - f jest rozniczkowalna w x
(v ) (xo)h = A& (z0) I, f(20)) + Alp(x0), [/(20)h) = (&' (20) 1) f (20) + (20) f'(20)R dla h € X.

O

1.2 Interpretacja geometryczna

Definicja 1.2.1. Zaloimy, ze X jest przestrzeniqg unormowang, a A C X. Jezeli xo € clA to punkt
r € X nazywamy wektorem stycznym do zbioru A w punkcie xo wtedy i tylko wtedy, gdy x = 0 lub
x # 0 i istnieje taki cigg (ay)nen punktow naleZgcych do zbioru A\ {xo} i zbieznych do xq, Ze

a, — To T

% Tfan —aol] ~ Tlal
Jezeli zbior T' okreslony wzorem
T = {x € X: x jest wektorem stycznym do zbioru A w punkcie xo}
jest podprzestrzeniq liniowqg przestrzent X to zbior
T+xy={v+xz0:2eT}
nazywamy plaszczyzng styczng do zbioru A w punkcie xg.
Twierdzenie 1.2.1. Jezeli funkcja f: U — Y jest rozniczkowalna w punkcie xg € U, to

i) punkt (x,y) € X XY jest wektorem stycznym do wykresu [ wtedy i tylko wtedy, gdy y = f'(x¢)x

i) {(z,y) € X xY:y = f(xg) + f'(xo)(x — mo)} jest plaszczyzng styczng do wykresu funkcji f w
punkcie (o, f(xo)).

Dowod.
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D

1)

(=)

1. 7Z zalozenia wektor (z,y) € X X Y jest styczny do wykresu funkcji f.
1° (z,y) = (0,0)
y=0=f"(20)0 = f'(z0)x
2° (x,y) # (0,0)
2. Istnieje taki ciag (,)neny punktéw zbioru U, ze (z,, f(z,)) # (2o, f(x0)) dla n € N,
lim z, = z( oraz

n—oo

(Tn, f(zn)) — (20, f(20)) _ (z,y)
= ||(@n, f(2n)) = (zo, f(@))l| [z, y)]]

3. W produkcie ma miejsce zbieznos¢ po wspotrzednych zatem

lim Tn 70 - .
=2 [[(a, — x0, f(2) = (o)l I(z, )]

= (2 = 20, fza) = f@)ll (2 9)]]

4. Okreslmy funkcje u: U — Y dana wzorem (1.2).
5. Jezeli x € U to
f(@) = f(xo) = f'(wo) (2 — wo) + || — o |u(z)

6. Jezelin € N to

g fa - S Pl a0) + lla - wolluen)
Tl ™ @m0 f@n) = Pl 1m0 F@) — Fao)]
— (g Ln — 20 |2 — 20| wlr) — ' L
= L) (=20, ) = Faolll T 1T =20, fwm) — Flao)l] Lk — L@

S " | | 0
7. Mamy zatem Y _ f’(xo)L
@9l @9l
8. y= f(xo)x
(=)

1. Z zatozenia y = f'(zg)r dlaz € X
1°2z=0, y=0= (z,y) = (0,0) zatem (z,y) jest wektorem stycznym (do wykresu funkcji f
w punkcie (o, f(xg)))
2°x#0
2. (an)nen - zbiezny do 0 ciag dodatnich liczb rzeczywistych

o+ apx € U dlan € N (mozemy taki wybra¢ na mocy otwartosci zbioru U)

3. ((xog + anz, f(xo + @n)))nen jest ciagiem punktéw z wykresu funkeji f, réznych od punktu
(xo, f(xg)) 1 zbieznym do punktu (zo, f(xo))
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4. Jezelin € N

(o + o, f (20 + anx)) — (0, f(20))
[(zo + an, f(zo + ) — (2o, f(0))]]

(an, f(20 + ) — f(w0)) _
(e, f(zo + anz) — f(z0))]]

(anz, f(x0)(anx) + ||anx||u(ze + ayz)) _
(e, f'(zo)(anz) + |[anz||u(zo + anz))|]

(

(

_ (@ fi(xo) + [ffu(zo + an®))  nooo (@ f(20)r)  (7,y)
(2, f'(xo) + ||| u(zo + am) | |(z, (o)) ()]

5. (z,y) jest wektorem stycznym do wykresu funkcji f w punkcie (xq, f(x0))

Teza czesci it) wynika z czesci 1) O

1.3 Twierdzenie o przyrostach

Twierdzenie 1.3.1 (K11). Jezeli funkcja f: U — Y jest ciggla w punktach x1,x9 € U i rézniczkowalna
w kazdym punkcie postaci Axy + (1 — XN)xza, X € (0,1), to istnieje takie € € (0,1), Ze

1f (1) = fla)l] <1/ (§xr + (1= o)l - |21 — |

Twierdzenie 1.3.2 (K12). Jezeli funkcja f: U — R jest ciggla w punktach x1,xs € U i rézniczkowalna
w kazdym punkcie postaci Axq + (1 — N)xza, X € (0,1), to istnieje takie § € (0,1), Ze

f(x1) = f(xa) = f/(§x1 + (1 = &)aa) (21 — 12)

Twierdzenie 1.3.3 (K13). Zalézmy, Ze zbior U jest spojny. Jezeli f: U — Y i f'(x) = 0 dla kazdego
x e U, to f jest funkcjq stalg.

1.4 Pochodna kierunkowa

Ustalmy przestrzeni X, Y nad tym samym ciatem K € {R,C} i zbior otwarty U C X.

Definicja 1.4.1. Mowimy, ze funkcja f: U — 'Y ma w punkcie xo € U pochodng kierunkowq w kierunku
wektora a € X wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje granica

lim f(zo + aa) — f(xo)

Y

a—0 e

Granice te (jezeli istnieje) oznaczamy symbolem V. f(xo) i nazywamy pochodna kierunkowaq funkcji
f w punkcie xo w kierunku wektora a

Twierdzenie 1.4.1 (K1). Jezeli funkcja f: U — Y jest rozniczkowalna w punkcie xg € U to ma ona
w tym punkcie pochodng kierunkowq w kierunku kazdego wektora a € X oraz Vo f(xo) = f'(x0)a
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1.5 Pochodne czastkowe

Ustalmy liczbe naturalna n € N, przestrzenie unormowane Xy, ..., Xy,Y nad tym samym ciatem
N

K € {R,C} oraz zbiér otwarty U C X X;
j=1

Definicja 1.5.1. Méwimy, zZe funkcja f: U — Y ma w punkcie (xq,...,xx) € U pochodng czgstkowg
wzgledem przestrzeni X; (lub i wzgledem j-tej zmiennej) gdzie j € {1,..., N} wtedy i tylko wtedy, gdy
funkcja f(x1,...,2j-1,9,j11,...,2N) jest roiniczkowalna w punkcie x;

Jezelij € {1,..., N} i funkcja f: U — Y ma w punkcie (x4, ..., xxN) pochodng czgstkowq wzgledem prze-
strzeni X; to f(z1,...,2j-1,9,Zj41,...,2n) (x;) nazywamy pochodng czqstkowaq funkcji f wzgledem
przestrzeni X; (lub © wzgledem j-tej zmiennej) i oznaczamy symbolem fS(J (T1,...,2N)

f;(j(l‘l, e ,CL’N) = f(l‘l, Ce ,l’j_l, .,Ij+1, e ,I'N)/(l‘j)

N
Definicja 1.5.2. Jezeli j € {1,...,N} to funkcja 11;: X X}, — X; dang wzorem m;(zy,...,on) =
k=1

N
z; nazywamy rzutowaniem na przestrzen X;, a funkcie N;: X; — X X, dang wzorem Aj(u) =
k=1
N
O, ... ,0,\%, 0,...,0) nazywamy zanurzeniem przestrzeni X; w produkt X X
A k=1
j
Twierdzenie 1.5.1. Jezeli funkcja f: U — Y jest rézniczkowalna w punkcie (x1,...,xy5) € U, to ma
ona w tym punkcie pochodne czgstkowe wzgledem kazdej przestrzeni Xy, ..., Xy oraz

1. f;g(xl,...,ﬂj‘]\f) = f’(.Tl,...,QZN) O/\7

N
2. fl(wy, ..., an) =D fix (21,...,an) om
k=1
Dowad.
1. Jezeli j € {1,..., N} to dla "matych” h € X; \ {0} mamy

f(l’l, sy L1, Ty + h,Ij+1, NP ,Q?N) — f(.Tl, sy L1, Ty, Lj1y - - - ,IN> — f/(.I‘l, NP ,SL’N)Ajh

71 B
f((l’l,...,JIN)+(0,...,0,h,0,...,0))—f(l’l,...,l‘N)—f/(l’l,...,IN)(O,...,O,h,O,...,()) h—0

N 1(0,...,0,h,0,...,0)]

0 a zatem funkcja f ma w punkcie (z1,...,2y5) pochodng czastkowa wzgledem przestrzeni X i
zachodzi 1.

N
2. Jezeli (hq,...,hy) € X Xj to

J=1

N N
f,([L'l, ce ,IN)(hl, .. .,h]v) = f/(l‘l, N ,I'N) (Z Akhk> = Zf/(JTl, c. ,{L’N)Akh,k =
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1.6 Funkcje klasy C!

Definicja 1.6.1. Funkcje f: U — Y nazywamy funkcjg klasy C1 wtedy i tylko wtedy, gdy jest ona
funkcjq rézniczkowalng i funkcja f': U — L(X,Y) jest ciggla.

Twierdzenie 1.6.1 (K16). Ztozenie funkcji klasy C" jest funkcjq klasy C*

Dowdd. (Szkic)

Zatozmy, ze X,Y, Z sa przestrzeniami unormowanymi U C X i W C Y sa zbiorami otwartymi, a
f:U—Y oraz g: W — Z sa funkcjami klasy C' i f(U) C W.

Odwzorowanie A: L(X,Y) x L(Y, Z) — L(X, Z) dane wzorem

AA,B)=Bo A

jest dwuliniowe i ciggle oraz

(gof) =A(f9 o f)

m
N
Twierdzenie 1.6.2 (K17). Zaloimy, ze X1, ..., Xn,Y sq przestrzeniami unormowanymi, a U C X X;
j=1
jest zbiorem otwartym. Funkcja f: U — Y jest klasy C' wtedy i tylko wtedy, gdy w kazdym punkcie zbioru
U ma ona pochodne czqstkowe wzgledem kazdej przestrzeni Xy, ..., Xn i kazda z funkcji fy ..., fx,
jest ciggla.
Twierdzenie 1.6.3 (K18). Zalézmy, ze U C RY jest zbiorem otwartym, f: U — RM ¢
fis-oos faur: U — R sq takimi funkcjami, ze f(z) = (fi(x), ..., fu(z)) dlax € U.
i) Jezeli funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie xo € U, to
T
f1,1(I0) fl,N(Jio) hy
f'(@o)(ha, ... hy) = : : ;
fM,l(«TO) fM,N(%) hy
dla (hy,..., hy) € RY
ii) Jezeli istnieje takie otoczenie Uy C U punktu xo € U, Ze kazda z funkcji fi, ..., far ma w kazdym

punkcie tego otoczenia wszystkie pochodne czgstkowe i te wszystkie pochodne czgstkowe jako funkcje
rzeczywiste okreslone na zbiorze Uy sq ciggle w punkcie xg, to funkcja f jest rozniczkowalna w
punkcie xq.

i) Funkcja f jest klasy C' wtedy i tylko wtedy, gdy kaida z funkcji fi, ..., far ma w kazdym punkcie
zbioru U wszystkie pochodne czgstkowe @ te wszystkie pochodne czqstkowe fp,,: U — R dla m €
{1,..., M}, ne{l,..., N} sq funkcjami cigglymi.
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1.7 Odwzorowania regularne i dyfeomorfizmy

Ustalmy przestrzenie unormowane X, Y nad tym samym cialem K € {R,C} oraz zbiér otwarty U C X

Twierdzenie 1.7.1. Jezeli X oraz Y sq przestrzeniami Banacha, a funkcja f: U — 'Y jest klasy C*,
zog € U i f'(xg) € Isom(X,Y) to istnieje takie otoczenie Uy C U punktu o, ze f(Uy) jest podzbiorem
otwartym przestrzeni Y, f’U jest roznowarto$ciowe 1 ffllU jest klasy C1.

0 0

Lemat 1.7.1. Jezeli X, Y sq przestrzeniami Banacha to Isom(X,Y) jest podzbiorem otwartym L(X,Y),
a jezeli Isom(X,Y) # 0 to funkcja A —— A~1, A € Isom(X,Y) jest ciggla.

Dowad.
1. Ap € Isom(X,Y)
2. Mozemy zatozy¢, ze Ag # 0
3 7= 3l I
4. Niech A € K(Ag,7) - kula w L(X,Y)
5. Pokazemy (i to zakoniczy dowdd), ze A jest izomorfizmem oraz |[A™1 — AgY| < 2||Ag1 |2+ [|A — Aol
6. A= Agto(Ag—A) € L(X,X)
T [Al = 1IAG" o (Ao = MIF < TIAGH - [[Ao = Al < [AGH ] -7 = 5
<r
8. Jezeli n € N, to [|A7|| < ||A4]|", a zatem szereg > A} jest bezwzglednie zbiezny (oczywiscie
n=1
A} =Ajo---0A), a wobec zupelnosci przestrzeni L(X,Y) jest zbiezny.
—_———
n razy
9. Ay :=> A} € L(X, X) (gdzie A = idx).
n=0
10. ((idx — A1) o Ag)x = Aoz — Ay Agx = Agr — Ay <Z A?x) = Z Atz — Z A (M) = Z Atz —
n=0 n=0 n=0""—~>"" n=0
Antlg
Y Az =u
n=1
oraz Ay o (idxy — M) (z) = Ao — Ao (M) = D Az — > ATAz =z
n=0 n=0"—~>"
Antlyg
11. ddx — Ay X ln—_af X oraz (idy — Ay)™' = A?
12. idx — Ay € Isom(X, X)
13 idx—Al :de—Aglo(AO—A) :AaloA

14.

idx—Ag oA

A= Ao (idy —Ay) oraz A™' = (idx — A1) oAyt = Ay o Ag?
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15. A € Isom(X,Y) (jako ztozenie izomorfizmow) oraz

A 471 = a0 5" A3l = 8a—id)oAgH) < =il 151 < | 3581151 <
S : Al o g e (o= M)
5 1 ' <15 Sl = fiag- 5L gy L 2 e
< iz RO Z A gy g — A
2
]
Dowdd. [Tw.]

1. g:= f'(xg) ' o f: U — X jest funkcja klasy C! (jako zlozenie funkcji klasy C') oraz
g (x) = f(xo) Lo fl(x)dlazeU

2. g/(.730) = ZdX

3. h:U—-X
h(z) =z — g(z)

4. h jest funkcjy klasy C*

1
5. Istnieje r € (0,00): v <Hh,($)|| < >

x€K (x0,2r) 2
vV (¢(x) € Isom(X, X))
€K (zo,r)
6. v a1 (z=g(x))

2€K(g9(0),75) z€K (z0,7)

1° z € K(g(x0)7%)

2° Jezelix € X i ||z —xo|| < 7 (wypukle) to ||z+h(x)—xo|| = ||z —g(x0) +g(x0) +x —g(x) —20|| =
1z = g(z0) + h(z) = hlzo)[| < |2 = g(@o) || + [[A(z) = Azo)l| < 5+ sllr—wl <r
—_———
<

% z K13 <r

3° Wzor T'(z) = z + h(x) okredla funkcje T: {x € X: ||z — xo|| < 7} — K(z0,7)

4° Jezeli x1,x9 € X 1 ||xy — xo]| <7y ||22 — 20| < 7 t0 [|T(21) — T(22)|| = ||A(21) — h(x2)]] é
z K11
< gllen — ||
~~
z K11
5° Istnieje doktadnie jeden taki punkt x € X, ||z — xo|| <7, 2e T(z) = x czyli 2+ h(z) ==
——
z—g(z)

6° 2z = g(x) oraz x = T(x) € K(xo,7)

7. Up = K(xo,7) N g™ <K (9(%)’ ;>)

otwarte otoczenie punktu zg

8. g(Uo) = K(g(x0), 5)
Uy C K(xg,7) CU
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

f=1f(x)og

f(Uo) = f'(20)(9(Up)) = f'(20) (K (g(0), 5)) - zbidr otwarty w przestrzeni ¥ (na mocy twierdzenia

Banacha o odwzorowaniu otwartym)
_ /
Iy, = @) o],

g‘UO jest réznowartosciowa

T1, 29 € Uy

Zatozmy, ze g(x1) = g(z2)

9(x1) € K(g(zo), 5)

x1,x2 € K(x9,r) (na mocy punktu 6)

1 = T2

f‘U jest funkcja roznowarto$ciowa jako ztozenie funkcji réznowartosciowych.
0

f/

. (x) = f'(xg) 0o ¢ . () € Isom(X,Y) dla x € Uy (zlozenie izomorfizméw).
0 0

o f/(zo)fl

Jezeli x1, x5 € K (z0,7), to ||g(x1) — g(22)]| = ||(z1 — h(z1)) — (22 — h(z2))]| =
[|(w1 = 22) = (h(w1) = h(@2))|| > [|21 = 22| = [|h(21) = h(2)[| = |[21—2|| = 5l|21 —22|] = 3]|w1 —22]]

-1 -1
Jezeli z1, 20 € g(Uy), to zmieniajac x1 = g‘UO (21), 22 = g‘UO(22> mamy

-1

el

1 1 -1
21 = 2| = |lg(@1) — g(x2)]] > §||331 — @] = 5“9‘% (21) — Q‘Uo
-1
czyli spetniony mamy warunek Lipschitza (no i oczywiscie ciaglosé) ze stala 2 dla funkeji g‘UO

-1
Funkcja f’U jest ciagta.
0

~1

Na mocy twierdzenia 1.4 funkcja f ’U jest rézniczkowalna oraz
0

—1\'/ ,

(or) (A @) =1

(W) e s

(x)"t dla z € Uy

Up

czyli

flow = (s

—1\/
(f‘U > jest funkcja ciagta (na mocy lematu 1).
0

Definicja 1.7.1. Funkcje f: U — Y nazywamy odwzorowaniem regularnym wtedy i tylko wtedy,

gdy jest ono klasy C' oraz

vV (f'(z) € Isom(X,Y))

zeU

Funkcje [ nazywamy dyfeomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy f jest funkcjg réznowartosciowq, f(U)

jest podzbiorem otwartym przestrzeni Y, funkcje f oraz =1 sq klasy C*.
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Twierdzenie 1.7.2. Zalozimy, ze X,Y sq przestrzeniami Banacha, f: U — Y.
i) Jezeli [ jest dyfeomorfizmem to f oraz f~1 sq odwzorowiami regularnymi.

ii) Jezeli f jest odwzorowaniem regularnym, to dla kazdego xo € U istnieje takie jego otoczenie Uy C U,
ze f‘U jest dyfeomorfizmem.
0

iir) Jezeli f jest odwzorowaniem reqularnym, to dla kazdego zbioru otwartego V- C U zbior f(V) jest
podzbiorem otwartym przestrzeni Y .

i) Jezeli f jest réznowartosciowym odwzorowaniem regularnym to jest dyfeomorfizmem.

Dowad.
i)1. g=f"1
2. go f=udy, fog=idsy)

3. ¢ f(x)o fl(x) =idx dlax e X
f'(9(y)) 0 g'(y) = idy dlay € f(U)

4. f'(z): Xln—?Ydlaxe U
g(x): Y f—? X dlaye f(U)
5. f'(z) € Isom(X,Y), a ¢'(y) € Isom(Y, X) na mocy twierdzenia Banacha o operatorze odwrot-

nym.
ii) Wystarczy zastosowaé twierdzenie 1.

iii) 1. V C U - zbiér otwarty.
2. yo € f(V)
3. yo= flzg) dlazg eV
4. Na mocy twierdzenia 1 istnieje takie otoczenie Uy C V' punktu zg, ze f(Up) jest podzbiorem
otwartym przestrzeni Y.
5. Yo = f(\mg/) € f(Up) - zbiér otwarty zawarty w f(V)
el

6. f(V) jest podzbiorem otwartym przestrzeni Y.

iv) 1. Wedlug tezy iii) zbiér f(U) jest zbiorem otwartym w przestrzeni Y
2. Funkcja f~1': f(U) — X jest ciagla.
1° V C U - zbidér otwarty.
2 (YN V)={ye f(U): f(y) eV} = f(UNV) - zbiér otwarty na mocy iii)
Ostatnig réwnos¢ pokazuje sie przez zawieranie w obie strony.
(C) y=f(x),z € U, azatem z = () € V
(2 y=[flx),zclnV
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3. Z twierdzenia 1.4 funkcja f~! jest rézniczkowalna oraz

() (f@) = f(x)" dlazeU
tj.
) =) daye f(U)
a zatem (poréwnaj tez lemat 1) funkcja (f~1)’ jest ciagta.
4. =1 jest klasy C1.

5. f jest dyfeomorfizmem.

1.8 Twierdzenia o funkcji uwiktanej

Ustalmy przestrzenie Banacha X, Y, Z i zbiér otwarty D C X x Y

Twierdzenie 1.8.1. Zalézmy, ze f: D — Z jest funkcjq klasy C' oraz (zg,y0) € D.
Jezeli fy(xo,yo): Y % Z, to istniejq zbiory otwarte Uy C X, Wy C Y oraz taka funkcja o: Uy — Y
klasy C*, Ze xg € Uy, yo € Wy, p(Uy) C Wy oraz

vV  flr,y) =0&y=p)
(x,y)EU()XWO

Dowad.

I.F:D—>X,G:D—Z H:D—XxZ
F(:z:,y) =z, G(l’,y) :f(xay)a H(may) :F(.T,y),G(ZU,y)
(z,y)
z flzy

) = (idx, f'X(z,y))
) = (0, fi-(z,y)) dla (z,y) € D.

3. H'(zo,y0)(z,y) = Hx(2o,y0) © mi(z,y) + Hy(zo,%0) © ma(z,y) = Hx (2o, y0)z + Hy (20,Y0)y =
(.I‘, fé((l’()?yo)l') + (07 f),/(x(byo)) = (‘7;7 f&v(l’o, yO)x + f)//(ZL’o, yO)y) dla (‘7;7 y) € X xY
H: XxY — X xZ, H jest klasy C" (bo sktadowe sa C'' na mocy K17). Czy H'(zo,y0): X XY f—j>
X X Z - czyli czy H'(xo,yo) jest izomorfizmem?
Najpierw pokazemy réznowartosciowosé i , ze jest ma’: (x,z) € (X x Z)
(w,2) = H' (20, yo) (u, w) = Hx (20, yo)u + Hy (20, yo)w = (u, fx (20, yo)u + f3- (0, yo)w)
Wystarezy przyjac u =z iw = fi(20,50) " (2 — fi (20, yo)).

4. Poniewaz H' jest klasy C'! to wedtug twierdzenia 1 z poprzedniego paragrafu istnieje takie otoczenie
Dy C X x Y punktu (zg, o), ze H‘D jest dyfeomorfizmem.
0

5. Istnieja takie zbiory otwarte Uy C X, Wy C Y, ze (xg,y0) € Uy X Wy C Dy.
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6. H(Uy x W) jest podzbiorem otwartym przestrzeni X x Z.

7. Jezeli (u,w) € Uy x Wy, a (z,2) € H(Uy x W) to

8. Istnieje taka funkcja ¢: H(Uy x W) — Wy, ze

-1

(x,2) = (x,¢(x, 2)) dla (z,2) € H(Uy x Wp)

UpxWo

-1
9. Poniewaz H jest dyfeomorfizmem to funkcja H ‘U Ly dest Klasy Cl, wige ¢ jest klasy C! (jako
0 0

sktadowa).
10. Uy ={x € Uy: (2,0) € H(Uy x Wy)} jest zbiorem otwartym.
11. (20,0) = (2o, f (w0, 50)) = H(x0,50) € H(Up x Wo)
12. zg € Uy

13. ¢o: Uy =Y
p(r) = ¢(z,0)
14. ¢ jest klasy C' oraz ¢(U;) C W

15. Jesli (z,y) € Uy x W, to

f(z,y) =0 H(z,y) = (2,0)
& (ey)=H| . (@0)

& (2,y) = (z,0(x,0))

&y =9¢(z,0))

&y =)

Twierdzenie 1.8.2. Zalézmy, ze f: D — Z jest funkcjq klasy C oraz

vV (fy(z,y): Y == Z)
(z,y)eD 1-1

Jezeli U C X jest zbiorem otwartym, a ¢: U — Y jest takq funkcjg cigglq, Ze

Y ((z,0(x)) € DA f(z,0(x)) = 0)

zelU
to ¢ jest klasy C oraz ¢'(x) = — fi,(z, p(x)) " o fi(z,¢(x)) dlax € U.

Dowad.
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—_

.xg €U

[\

. Stosujac twierdzenie 1 do punktu (zg, yo) otrzymujemy z otwartosci zbioru Uy C X, Wy C Y i taka
funkcje 1: Uy — Y klasy C*, ze xg € Uy, p(x0) € Wo, ¥ (Uy) C Wy

v (flzy) =0y =y()

(x,y)EU()XW()

3. Jesli z € Uy N *(Wy) to (z, () € Uy x Wy oraz f(z,p(z)) = 0 i zatem ¢(x) = 9 (z)

—_——
cu
4. v UoNep—1 (W) - UoNp—1(Wo)
5. (,O‘U ) jest klasy C, zy € Uy N ¢~ (Wy) i na mocy ciaglosci funkcji ¢ zbior p=1(1Wy) jest
ol lp 0

otwarty, a zatem Uy N ¢~ (W) jest otwarty i jest otoczeniem punktu z.
6. ¢ jest klasy C*.

7. Jezeli x € U, to

= (fx(z,0(x)) o m + fy (2, p(x)) 0 M) 0 (idx, ¢'(x)) =
= fx(z, 0(x)) + fy (z, o(x)) 0 ¢'(x)

Stad
fy(@,0(@)) o '(2) = = fx(z, ()

i wobec tego
¢'(2) = —fy(2,0(x)) " o fi(z, o(z))

1.9 Pochodne wyzszych rzedéw

Ustalmy przestrzenie unormowane X, Y i zbiér otwarty U C X

Oznaczenie 1.9.1.
L™X,)Y)={A: X™ = Y: A jest m — liniowe i ciggle } dlam € N

Lemat 1.9.1. Jezeli m € N, a funkcja f: U — L™(X,Y) jest réziniczkowalna w punkcie xq € U to
odwzorowanie A: X™ — Y dane wzorem

A(hl, ce 7hm+1) = f/(flfo)(hm+1)(h1, ey hm) dla hl, ceey hm+1 e X

jest m + 1-liniowe @ ciggle.
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Dowad.
1. Jezeli hy,..., hy € X, to A(hq, ..., hy,e) jest odwzorowaniem liniowym.

2. Jezelih € X to f'(xo)h jest odwzorowaniem m—liniowym, a zatem A jest funkcja liniowa wzgledem
kazdej z m pierwszych zmiennych.

3. A jest (m + 1) liniowa.
4. Jezeli hy,..., h,, € X to
A, B[] = [ (@0) (A1) (Ba, - - ) || <

eLm(X, Y)

< [ (2o) (hng)I] - HHhH
eL(x,om(x,yy) '

< @l - Wl - TT 117411 =
j=1

m+1

= [|f'(20)| H 1]

co dowodzi cigglosci.

Definicja 1.9.1. Zatozmy, ze f: U — Y
i) Jezeli f jest rézmiczkowalna w punkcie xo € U, to fMxzy = f'(x0).

ii) Jezeli m € N, to funkcja f jest (m + 1)-krotnie rézniczkowalna w punkcie xg € U wtedy i tylko
wtedy, gdy funkcja f jest m-krotnie rozniczkowalna w pewnym otoczeniu Uy C U punktu xg @ funkcja
f(m)‘ jest rézniczkowalna w punkcie xo € Uy. Jezeli funkcja [ jest (m+ 1)-krotnie rézniczkowalna
w pun?ccze g to

Fr o) (b, b)) = FO - (20) () (B o)

dla hy,...,hpe1 € X, gdzie Uy C U jest takim otoczeniem punktu xq, Ze funkcja f(m)’U jest roz-
0
niczkowalna w punkcie xq.

Whiosek 1.9.1. Jezeli funkcja f: U — Y jest m—krotnie rézniczkowalna w punkcie xq, to 0™ (zq) €
L™(X,Y).

Dowdd.
!/
Stosujemy lemat do funkcji f(m)’U X - L™(X,Y), f(m)’U (o) (hma1) (B, o o).
0 0
Zatem fm+)(zg) € LO™D(X)Y). O

Uwaga 1.9.1. Jezeli —o00 < a < b < o0, f:(a,b) — R im € N to funkcja f jest m—krotnie
rézniczkowalna w punkcie xo € (a,b) w sensie definicji 1 wtedy i tylko wtedy, gdy jest ona m—krotnie
rézniczkowalna w "starym” sensie. Jezeli funkcja f jest m-krotnie rézniczkowalna w punkcie xy € (a,b)
to

S (o) (R, oo b)) = U (@0) By - v oo by dla by, ... by €R
z def. 1 7stary” sens
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Dowad.
Na ¢éwiczeniach n

Twierdzenie 1.9.1. Zatozmy, zZe funkcja f: U — Y jest m—krotnie rézniczkowalna w kazdym punkcie
zbioru otwartego V- C U i niech F(z) = f")(x) dla v € V. Jeéelin € N to funkcja F jest n—krotnie
rézniczkowalna w punkcie xo wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja f jest (m + n)-krotnie rézniczkowalna w
punkcie xg. Jezeli F' jest n-krotnie rézniczkowalna w punkcie xo € V' to

F I (@0) (s s Bogn) = FO @) (s - B (R i)

Dowdad.
Dla m = 1 wida¢ od razu, dla wigkszych dowéd pomijamy. O]

Twierdzenie 1.9.2. Jezeli funkcja f: U — Y jest m—krotnie rézniczkowalna w punkcie xq € U, to

f(m) (xo)(hﬂ(l)a R ha’(m)) - f(m) (xO)(hh R hm)
dla wszystkich wektoréw i dla kazdej permutacyi o zbioru {1,...,n}.

Dowdad.
Dowodd bedzie indukcyjny wzgledem m

I) m=2

1. Zatézmy, ze f: U — Y jest dwukrotnie rézniczkowalna w punkcie zy € U i niech hy, hy € X.
Mamy wykazaé, ze
FP(x0)(ha, ha) = f@ (o) (ha, In)
Mozemy zalozy¢, ze hy # 0 # hy
2. 19 € (0,00): f jest rézniczkowalna w kazdym punkcie K (xq,ro) 1 f’ ‘K(xg,ro) jest funkcja roz-

niczkowalng w punkcie xg.

3. 0 = [T
4. ¢:(0,6) =Y

o(t) = f(zo+t(h1 + ha)) — f(xo + thy) — f(zo + thy) + f(x0)

Zauwazmy, ze To + t(h1 + hg) € K(xo,70), gdyz

To

t(he +ho)|l <t - (hall + [[h2ll) < 7o
|[¢(h1 + ha)]| ([1ha[l + l[h2l]) ||+ [[e]]

(1l [hal[) = 7o

5. Pokazemy, ze (i to zakonczy dowdd twierdzenia dla m = 2)

tim 20 £ 0y (. o)

t—0 t2

6. u: K(0,79) — L(X,Y)

u(h) = f'( @+ h ) = f'(x0) = fP (e, h)

€ K(zo,m0)
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10.

11.
12.

13

lim — =0
h=0 |||
Ustalmy € > 0.
u(h) 5
re (0,79): V<O<||h||<T:>H < )
7 hex AL 2[[hal] - ([Pl + [lhell)
el|A]l
v Rl <r=lu(h)]] <
heX( 2[[hall - ([ ] + Il h2l])
t € (0, )
W :zK(O,Z) mK(—hQ,D
0e W, hy e W
. g: W — Y dane wzorem

g(x) = flzo + t(x + ha)) — flxo +tx) — 2 (2, hy)

€ K(zo,r)

14.

g(h1) — g(0) = f(zo + t(hy + hy)) — f(xo + thy) — t2f @ (x0)(h1, ha) — (f (20 + thy) — f(20)) =
= o(t) — 2 £ (w0) (ha, ha)

15.

16

lo(t) = £ FP () (ha, ho) || = [lg(ha) — g(0)] < [l (€ha)]| - ||ha]| dla pewnego & € (0,1)
. Jezeli x € W to wiedzac, ze f'(xo + h) = u(h) + f'(zo) + f@ (e, h) mamy
g(x) = f(wo+t(x+ hy) o (t-idx) — f'(wg+tx) o (t-idx) — t2f P (e, hy) =
= tf' (w4 t(x + ha) — tf (zo + tx) — t2f P (e, hy) =

= t(u(t(x + ha)) + f'(x0) + [P (o, t(x + ha)) — H(ultz) + f'(z0) + [P (o, t2)) — 2 f (0, h2) =
= t(u(t(z + ha)) — u(tz))

17.

[E(u(t(Eha + h2)) — u(t&hn))]| - |[ha]] <

lo(t) — 2@ (20) (b, ho)l] < |
< H([Ju(t(€hy + ha))[| + [[u(tgh)[]) - |[hal] <

< t( 8||t(€h1 +h2)|| 6||t£hl|| ) . thH _
> 2/[Pal] - ([Pl + [lR2l ) 2[|Pall - ([[Pa]] + [[h2])
hy + hs)| |1Eh]]
:51&2( gy . o
2Pl - (Rl + [lh2l ) 2[[Ral] - ([[hal] + [|R2]])

Przy (*) skorzystaniu z punktu 9
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I) 1. Ustalmy m € N, m > 2. Zalézmy (zalozenie indukcyjne), ze zdanie wypisane w wypowiedzi
twierdzenia 2 jest prawda.

2. Niech f: U — Y bedzie funkcja (m + 1)—krotnie rézniczkowalna w punkcie g € U i niech
hi,...,hmy1 € X, a 0 bedzie permutacjg zbioru {1,...,n}. Rozwazymy dwa przypadki

1°o(m+1)=m+1
3. Niech Uy C U bedzie takim otoczeniem punktu xg, ze f jest m—krotnie rézniczkowalna
w kazdym punkcie zbioru Uj.

f(m+1)($0)(hg(1), e ha‘(m)) — fm‘UO (xo)(hg(erl))(hcr(l), ceey ha(m)) =

/
= fm‘UQ (x0>(hm+l)(h0—(1), ey h‘o’(m))

5. L Ly L™(X,)Y) =Y
LA) = Aha, o hm)  Lo(A) = Moy, -5 ho(m)

6. Odwzorowanie L i L, sa liniowe i ciaggte

LM = (AR, - ha) || <|[A]] - TT 117511
j=1

F D w0) oty otmsy) = Lo (£ @) (i) ) =
= ([jo o f(m)‘U(J), (20)(hmy1) = 2z zalind.
= (Lo s™],.) @o)(hner) =

- (1 ) -
= F D (20) (R, .. B

2° o(m+1) #m+1
Niech 7 bedzie taka permutacja zbioru {1,...,m + 1}, ze 7(o(m + 1)) = o(m + 1) oraz
T(og(m)) = m +1 (sa to dwie rézne liczby).
F(z) = fm=Y(z) dla = z pewnego otoczenia xo. Jezeli hy,...h, € X to

f(mﬂ)(xo)(hg@), o ,hg(m+1)) = f(m+1)(a;o)(h7(g(1)), . ,hT(a(m+1))) =
= F®(20) (hr(o(my)s Pr(otm1)) (heo())s - - - Pr(oim—1))) =
— F(2) (xo)(hT(O'(m"Fl))’ e 7h7(0(m))>(h7'(0(1))7 ey hr(o’(m—l))) —

= f(m+1) (x[))(hﬂ-(a(l))a s 7h7'(0'(m—1))7 hT(cr(m—l-l)): SRR hT(o(m))) =
= fU" W (@o) (hay s hin)

U

Definicja 1.9.2. Funkcje f: U — Y nazywamy

e m-krotnie rézniczkowalnag wtedy i tylko wtedy, gdy jest ona m-krotnie rozniczkowalna w kazdym
punkcie zbioru U.
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o klasy C™ wtedy i tylko wtedy, gdy jest ona m-krotnie rozniczkowalna @ funkcja

f0) U — L™(X,Y) jest ciggla.
o klasy C™ wtedy i tylko wtedy, gdy jest ona m-krotnie rézniczkowalna dla kazdego m € N.
o klasy C° wtedy i tylko wtedy, gdy jest ona ciggla.

Whiosek 1.9.2. Kazida funkcja m-krotnie réiniczkowalna jest klasy C™ 1.

Whniosek 1.9.3. Jezeli funkcje f,g: U — Y sq dwukrotnie rézniczkowalne w punkcie xo € U [klasy
C™(m € N); klasy C*/, to dla kazdych o, 3 funkcja aof + Bg jest dwukrotnie rézniczkowalna w punkcie
zo € U [klasy C™; klasy C*] oraz

(af + Bg) "™ (w9) = af "™ (o) + Bg"™ (o)

Whniosek 1.9.4. Zatozmy, ze f: U — Y jest funkcjg m-krotnie rézniczkowalng i okreslmy funkcje
F:U— L"™(X,Y) wzorem

F(z) = f™(x)
Jezeli n € N to funkcja [ jest (m + n)-krotnie réiniczkowalna [klasy C™ "] wtedy i tylko wtedy, gdy

funkcja F jest n-krotnie rézniczkowalna [klasy C™]. W szczegdlnodci f jest funkcjq klasy C wtedy i
tylko wtedy, gdy F jest klasy C*.

Whniosek 1.9.5. Zalozmy, ze X,Y1,..., YN sq przestrzeniami unormowanymsi, a U C X jest zbiorem
N

otwartym. Jezeli fi: U —=Y1,....,fn: U =Yy, a f: U— XY oraz
j=1

f@) = (fi(@),.... fn(2)) dlax €U

to

i) funkcja f jest m-krotnie rézniczkowalna w punkcie xy € U [klasy C™ dla m € N; klasy C™] wtedy

i tylko wtedy, gdy kazda z funkcji f1, ..., fx jest rézniczkowalna w punkcie xy € U [klasy C™; klasy
c>]

i) jezeli funkcja f jest rozniczkowalna w punkcie xo € U, to

F (20) (s b)) = (™ (@) (Bay oo ki), oo £ (20) (Ray - .. Bn)) dla by, ... b € X

Whniosek 1.9.6. Zalozmy, ze X,Y,Z sq przestrzeniami unormowanymi, U C X oraz W C Y sqg
zbiorami otwartymi. Jezeli funkcje f: U — Y, g: W — Z sq funkcjami m-krotnie rozniczkowalnyma
[klasy C™ dla m € N; klasy C*] oraz f(U) C W, to funkcja go f jest m—krotnie rézniczkowalna [klasy
C™; klasy C*].

Lemat 1.9.2. Kazde ciggle odwzorowanie dwuliniowe jest klasy C*°.
Dowdd.

1. Niech X, X5,Y beda przestrzeniami unormowanymi, a A: X; x Xy — Y bedzie cigglym odwzo-
rowaniem dwuliniowym.
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2. A jest funkcja rozniczkowalng oraz

A,<.’L'1, xg)(hl, hg) = A(.Tl, hg) + A(hl, 1'2) dla Ty, hl € Xl, o, hg € Xg

3. A jest odwzorowaniem liniowym.
Jezeli (x1,23), (21,22) € X1 X Xo, a « jest skalarem to dla kazdego (hy, hs) € X7 x X5

N(a(zy,22) + (21, 22)) (b1, he) = N (axy + 21, aws + 29)(hy, he) =
= AN axy + 21, ha) + A(hy, oz + 29) =
= al(xy, he) + A(21, ha) + a(hy, z2) + A(hy, 20) =
= a(A(z1, he) + A(h1, x2)) + (A(21, he) + ARy, 22)) =
= al (@1, 22)(h1, he) + N (21, 22) (R, ho) =
= (a(A(z1,22) + N (21, 22)) (ha, ha)

4. N: Xy x Xo — L(X; x X3,Y) jest funkcja liniowa.
Jezeli (x1,29) € X7 x X3 to

|| (21, 22)[| = sup{||A (1, 22) (ha, ho)||= [[(ha, ho)|| < 1} =
= sup{ |A (21, ha) + Alha, 25)]] (A, ko)l <1} <

<[IAG@ 1 k)l [HIA Ry z2) [IKIAL] @ ][R+ Al [P ][22 ]]

<INzl + Nl2ll) < V2N 2P + 2212 = V2IA]] - (|21, 22)]]

O
Dowéd.  [Wniosku]
1. Funkcja g o f jest rézniczkowalna.
(go f)(z) =g (f(x)) f'(x) dlaz el
2. A L(X,Y) x L(Y, Z) — L(X, Z) dana wzorem A(A, B) = Bo A
3. A jest dwuliniowa
A(aA; + Ay, B) = Bo (aA; + A3) =aBo Ay + Bo Ay = aA(A1, B) + A(Ay, B)
AA,aBy+ By) = (aB1+ By)o A=aByo A+ Byo A=alA(A, By) + A(A, By)
i ciggta
IACA, B)I| = [|B o Al[ < [|B]] - [|All
4. (go f)(x) = A(f'(x), ¢'(f(x))) = Ao (f',g"c f)(x) dlaz € U.
5. (gof) =Ao(f g of)
]

Twierdzenie 1.9.3. Jezeli X|Y sq przestrzeniami Banacha i [som(X,Y) # 0, to funkcja
A— A1 A€ Tsom(X,Y) jest klasy C*.
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Dowéd. [Tylko dla klasy C?]
1. a: L(X,Y) x L(Y, X) — L(X, X) dana wzorem «(A,B) = Bo A
2. F: L(X,Y) x L(Y, X) — L(X, X) dana wzorem F(A, B) = a(A, B) —idx
3. a jest dwuliniowe i ciagte, a zatem jest klasy C'*°.

4. FL(Xy)(A, B) = F(O,B)/(A) =

Frivx)(A,B) = F(A,e)(B) =«

5. Jezeli A € Isom(X,Y), to
FIMA™) =A"1oA—idx =0

6. ®: Isom(X,Y) — L(Y, X) dane wzorem ®(A) = A~*

7. v (F(A®(A) =0)

Aelsom(X)Y)
8. Jezeli (A, B) € Isom(X,Y), to
1-1
Fi(Y,X)(Av B) (YvX) E’ L(X,X)

a) C e L(X,X)
C = FL(Y,X)(A7 B)(Bo) = O_/(A, 0)(B0) = O./(A, Bo) = BO oA

Zatem By = Co AL

b)
Frivx) (4, B)(Ch) = Friyvx) (A, B)(Cy)
=a(A,C1)=C10A =a(A,Cy)=C20A
Zatem Cy = Cy, bo A jest izomorfizmem.
9. Stosujac twierdzenie 1.8.2 do funkcji f i ® stwierdzamy, ze ® jest klasy C* oraz

Isom(X,Y)x L(Y,X)

B'(A) = —Frvox) (A, B(A) ™ 0 Fl 3y (A, B(A)) = —a(A, o) o afe, d(A)) dla A € Isom(X,Y)

Dowdd dla C*° pomijamy. ]

Whniosek 1.9.7. Zatozimy, ze X,Y, Z sa przestrzeniami Banacha, a D C X XY jest zbiorem otwartym.
Jezeli f: D — Z jest funkcjq klasy C™ (m = NU {oo}) oraz

v (filey) Y 2L z)
D

(z,y)€

a U C X jest zbiorem otwartym , p: U — Y jest funkcjg cigglq oraz

Y ((z,¢(x)) € DA f(z,p(z)) = 0)

zelU

to @ jest funkcjq klasy C™ oraz

') = —fy(z, (@) o fx(z,0(x) (%)
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Dowad.
1. Wedlug twierdzenia 1.8.2 funkcja ¢ jest klasy C*! oraz achodzi (x).
2. Stosujac twierdzenie 1.9.3 stwierdzamy, ze ¢ jest klasy C™.

]

Whniosek 1.9.8. Jezeli f: U — Y jest dyfeomorfizmem, a m € NU {oo} to f jest klasy C™ wtedy i
tylko wtedy, gdy f=! jest klasy C™

Dowad.
1. Zalézmy, ze f jest klasy C™T! oraz (zalozenie indukcyjne), ze f~* jest klasy C™.

2.
(@) =f () daye f(U)

3. Stosujac twierdzenie 1.9.3 stwierdzamy, ze (f!) jest funkcja klasy C™, a zatem f~! jest klasy
cml,

]

1.10 Pochodne kierunkowe wyzszych rzedow

1.11 Wzér Taylora

Ustalmy przestrzenie unormowane X, Y, zbiér otwarty U C X i liczbe naturalng n > 2.

Twierdzenie 1.11.1. Zaldzmy, Ze funkcja f: U — R jest (n — 1)-krotnie rézniczkowalna.
Jezelizg € Uyh € X, xo+h € U, a funkcja f jest n-krotnie rézniczkowalna (*) w kaZdym punkcie postaci
zo + A dla X\ € [0,1] to istnieje takie & € (0,1), Ze

fzo +h) = nf [ @) by h) [ + D), )
i=0

J! n!

(*) wystarczy zalozyé, Ze funkcja f jest n-krotnie rézniczkowalna w kazdym punkcie postaci xo+ \h dla
A € (0,1) i funkcja fY jest funkcjq ciggle w punktach {xq, xo + h}.

Dowdd.  [Szkic]
Stosujemy wzér Taylora do funkcji g: (—9d,1 4 ) — R okreslonej wzorem g(t) = f(xo+th), gdzie ¢ jest
taka liczbag rzeczywista i dodatnia, ze

A (ZL‘O +th € U)
te(—6,149)

oraz

gD (t) = f9(zg +th)(h,... k)
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Twierdzenie 1.11.2. Zaldzmy, zZe funkcja f: U — Y jest (n — 1)-krotnie rézniczkowalna.
Jezeli xg € U h € X i funkcja [ jest n-krotnie réozniczkowalna w kazdym punkcie postaci xg + Ah dla
A € [0,1] to istnieje takie & € (0,1), Ze
= fO(zo)(h,. .., h
Hﬂm+m—@@w+zf<°“ ))

=1 J!

1 n n
< IR (0 + €)1

W przypadku n =1 jest to twierdzenie o przyrostach.
Dowad.

1. Mozemy zatozy¢, ze X 1Y sg przestrzeniami rzeczywistymi oraz

R::f(:co+h)—( +Z 1O o) (h,. "h))yéo

]l

2. Z wniosku z twierdzenia Hahna-Banacha (twierdzenie o wydobywaniu normy) istnieje funkcjonal
y* €Y", ze y*R = [|R|| oraz [|y*|| = 1.

3. g:=y"of

4. g jest funkcjg (n — 1)-krotnie rézniczkowalng oraz ¢ (z) = y* o fU)(z) dla j € {1,...,n} oraz
x € U, a ponadto funkcja g jest n-krotnie rézniczkowalna w kazdym punkcie postaci xg + Ak dla
A € [0,1] oraz g™ (xg + Ah) = y* o £ (zg + Ah) dla X € [0, 1]

5. Funkcja g speklia zalozenia twierdzenia 1.11.1, zatem na mocy tego twierdzenia istnieje takie

£€(0,1), ze
oo+ h) = g(x0) +Z (J)(CEO)(;‘L -~ —i—;g(")(l‘o—i-ﬁh)(h,...,h)
Jj=1 : :
6.
1A = 181 = o+ ) - (%+§9 ﬁ~wﬂz
j:

1
=Lﬂ¢m@@+§m0uuwhﬂ=

<

1
| £ + 0
1 * n n
< L1 17 o+ el - I =

1 n n
= I o+ )] - 1]

Twierdzenie 1.11.3. Jezeli funkcja f: U — Y jest n-krotnie rézniczkowalna w punkcie xq € U, to

flwg+h)— (f(xo) + Zn: jl,f(j)(xo)(ha ce h))
lim =L

=0 (P)
h=0 [IAlI"

Dlan =1 jest to definicja pochodney.
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Lemat 1.11.1. Jezeli funkcja A: X™ — Y jest n-addytywna **) i symetryczna ***), to

(1) A(a:+z,...,a:+z):z<r,b>A(a: Xy 2y, 2) dlax,z € X

[
=0 7 ——— ——
J n—j

wk) ANz, 1,042,000, ., Tn) = Moy, 2o, 2, @40, @) FA(T1, T, 2 T, )
dla kazdego j € {1,...,n} i dla kazdych z1,...,x;_1,2,2,%j41, ..., 0, € X

wkk) NZo1), ., Tom)) = M1, ..., 2,) dla kazdej permutaci o zbioru {1, ..., n} i dla kaidych xy, ..., x, €
X

Oznaczenie 1.11.1. (h,..., h) =h"
Dowdd. [Indukeyjny]

1. Ustalmy n € N i zal6zmy (zalozenie indukcyjne), ze (1) zachodzi dla kazdej n-addytywnej i
symetrycznej funkcji A: X" — Y

2. Zaldzmy, ze A: X" — Y jest funkcja (n + 1)-addytywna i symetryczna

3. Jezeli x,z € X

n+1 n n
zal (@)A(x,...,x,z, ,z,m)—l—Z(ﬁ)A(m,...,x,z, 2, 2) =
20 7 5]/_/?:_/ 20 7 H],_/Hn:_/
:Z(@)A(m,...,x,z, ,z)—l—Z(@)A(z,...,x,z, 2) =
Jj+1 n—j J n—j+1
= A(z, ,x)—i—Z(,n >A(x,...,x,z7 ,2)+
= j_]- H/—/H/—/
J n—j+1
—|—Z<T_L>A(:B,...,a:,z, 2)+ Az, 2) =
j=1 \J — ,
J n—j+1
L n n
= A(z, ,x)—l—Z(( >+<,>>A(:c,...,:c,z, 2)+ Az, 2) =
= AV~ J \“f_/ n—j+1

]

Lemat 1.11.2. Jezeli funkcja A: X™ — Y jest n-liniowa, ciggta i symetryczna to funkcja p: X — Y
okreslona wzorem
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jest rozniczkowalna oraz
p'(h)z=hA(h,...,h,2) dlah,z€ X

Dowad.
Jezeli h,z € X dlan > 2, to

p(h+z)—p(h)—hA(h,...,h,z):znj<7>A(h,...,h,z,...,z)—A(h,...,h)-h/\(h,...

=0 ] H],_/Hn_,j_/
n—2 n
= <_>A(h, Jhyz, oo, 2)
=0 9 H_/
j n—j
Zatem
j n—j
— N
. p(h+2)—p(h) —hA(h, ... h,z) .. "2 (n\Ah,...,h,%, .., 2)
lim zhmz , =0
z—0 |21 =0 =\ |21
bo

IACR, - Bz )AL AP - (2|
gdzie oczywiscie j <n —2 czylin —j > 2.

Dowsd. [Tw. 1.11.3]
Dla n =1 jest to pochodna.

30

1. Ustalmy liczbe naturalna n € N i zalézmy (zalozenie indukcyjne), ze (P) zachodzi dla kazdej

n-krotnie rézniczkowalnej w punkcie xg € U funkcji f: U — Y

2. Niech f: U — Y bedzie funkcja (n + 1)-krotnie rézniczkowalna w punkcie xy € U oraz F := f'.

Okreslmy funkcje g: U — g — Y wzorem

n+1 1 )
g(h) = f(zo +h) = | f(zo) + D D (xo)(hy... 1)
j=1

—1J:

g™

3. M kaza¢, ze lim ——— =0
amy wykazac, ze hlLI(IJHhH"H

4. Dla kazdego j € {1,...,n + 1} okreslmy funkcje

pi(h) = fO(x0)(h, ..., h)

5. Wedlug lematu 1.11.2 dla kazdego j € {1,...,n + 1} funkcja p; jest rézniczkowalna oraz

pi(h)z = jfV(z0)(h,... B, 2)

n+1 1

g(h) = f(zo+h) — (f(xo) + Z Pj(h))

!
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7. Funkcja g jest rézniczkowalna (w pewnym otoczeniu zera) oraz
n+1 1
J(h) = f'(zo+h) = 3 —pj(h)
j=1J
8. Jezeli h,z € X to
p;(h)z = jf(j)(‘x())(h? R ha Z) = jf(j)(l‘o)(Z’ h7 R h‘) = jF(jil)(xO)(ha SR 7h)(2)

a zatem p(h) = jFU™(xo)(h,...,h) dlah € X oraz j € {1,...,n+1}

9.
n+1 1 ' ) n 1 ‘ )
g'(h) = F(zo+h) — Z 7]F(j_1)($o)(h; .. h) =F(zo+h) - Z ﬁ]F(j)(%)(h, .oy h)
=17 Jj=0J"

dla h z pewnego otoczenia zera.

10. Na mocy zalozenie indukeyjnego (zastosowanego do funkeji F') mamy

. g'(h)
lim =0
h=0 || A"

11. Wedlug twierdzenia K11

gl = llg(h) — g(O)I] < llg'€h]| - [1A] diag € (0,1)

(%) r € (0,00): K(zg,7) C Uy, gdzie Uy jest takim otoczeniem punktu g, ze f jest rézniczkowalna
w kazdym punkcie zbioru Uy. Powyzsza nieréwnos¢ zachodzi dla h € K(0,r)

12.
gl Mlg' €I -HIrll _ [lg"(€R)IT 1Enl"
[[Af[H] [[Af[* [IEnll* Al
—_———— ——
il ogr.
—0

]

Whniosek 1.11.1. Jezeli funkcja f: U — Y jest n-krotnie rézniczkowalna w punkcie xo € U, n > 2 oraz

to

Dowad.

h=0 [IAlI"
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2.
~ f(zo+ah) — f(zo) — L™ (zo)(ah, ..., ah)
0= lim L =
a—0t HOéth
o f(x0+@h)_f(x0>_%Tf(n)($0)<h7"'7h) _
= lim =
5, o Tl
oo flwotah)— flx) 11,
= o, an[[h] T (@o)(h, -, )
> Lo flwo + ah) — (o)
- (n) — L Lo an) — JTo
n Hthf (1‘0)(h,,h> _ali%l+ athHn
A zatem
1 f(xo+ ah) — f(xo)

aﬂ") (20)(R,...,h) = lim

a—0+ am

1.12 Ekstrema lokalne

Ustalmy rzeczywistg przestrzen unormowang X i zbiér otwarty U C X

Twierdzenie 1.12.1. Jezeli funkcja f: U — R ma w punkcie xg € U ektremum lokalne © pochodng
kierunkowq w kierunku wektora a € X, to V,f(xo) = 0.

Dowad.
Lore(0,00): K(zo,r)CcU: V¥V (f@)<flzo)V ¥V (flx) = f(20))
€K (zo,r) z€K (zo,r)
2.0 := HL oczywiscie zaktadamy, ze a # 0.

all?

3. ¢:(—=6,0) — R dana wzorem @(t) = f(z¢ + ta) € K(xg,r)
ltall = [t] - llal] < dllal| =7

4V (pt) <p0))V ¥V (p(t) = ¢(0)
te(—6,9) te(—6,9)

5. /(0) 20 A0 ¢ fatia)-tlen) 10, 7, g

t IO)

6. Funkcja ¢ jest rézniczkowalna w 0 i ¢(0) = V, f(xo)
7. ¢(0) = 0 (na mocy punktu 4, funkcja ¢ ma w 0 ekstremum.)
O

Whniosek 1.12.1. Jezeli funkcja f: U — R ma w punkcie xo € U ekstremum lokalne 1 jest w tym
punkcie rézniczkowalna, to f'(xo) = 0.

Twierdzenie 1.12.2. Zaloimy, Ze funkcja f: U — R jest n-krotnie rézniczkowalna w punkcie
xo €U, n>2 oraz
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i) Jezeli funkcja f ma w punkcie xo maksimum lokalne to

vV (f™(xo)(h,...,h) <0)

heX

i) Jezeli funkcja f ma w punkcie xo minimum lokalne to

5 ) k) > 0)
iii) Jezeli
v (P @)y ) < =B

c€[0,00) heX

to funkcja f ma w punkcie xy wlasciwe maksimum lokalne.

i) Jezeli

3 9 (f(z0)(hy....h) > clh]]")

c€[0,00) heX
to funkcja f ma w punkcie xy wlasciwe minimum lokalne.
Dowdd.
i) 1. r € (0,00): K(xg,7) CU: KY | (f(z) < f(xo))
e (xo,r

2. Ustalmy h € X, wedtug wniosku 1.11.1 mamy

<0

ilf(n)(xo)(h’ ..., h) = lim f(zo + ah) — f(z0)

a—0t am
ii) Analogicznie
iit) 1. c€ (0,00): ¥V (F™(xo)(h,...,h) < —c||h||")

hex
2. Na mocy twierdzenia 1.11.3 mamy

f(xo+h) — (f(zo) + %f(n) (zo)(hs ..., h))

lim =0
h=0 A"
h) — — L (o) (h,... h
3. 1€ (0,00): ¥V (0<]h]|<r= fleoth) = flzo) = /@)y 1) <=
nex DIE 20!

4. Jezeli h € K(0,7), to

£+ B) = f0) = = w0) B )] < "

skad .
Fwo+h) = flwo) = —f ™ (o). ) < o |All”

i dalej

33

1 c 1 c c
_ & r(n) - n T n, - n_ - n
o)1 (a0) < O (a)(h, . B oo B < el Bl oI = — Sl A" < 0dilah # 0

n!

iv) Analogicznie
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O

Uwaga 1.12.1. Zalézmy, Ze A: X" — R jest odwzorowaniem n-liniowym (n - liczba nieparzysta) i
symetrycznym. Jezeli A jest odwzorowaniem niezerowym, to

3 (A(h,...,h) <O)A 3 (A(h,...,h) > 0)

heX heX

Dowod.

A(=h,...,—h) = (=1)"A(h,...,h)dlah e X
a zatem wystarczy pokazac, ze
A(h,...,h)#0
3 (A, ) £0)
To zas wynika z nastepujacego lematu. O

Lemat 1.12.1. Zalozmy, ze X 1 Y sq rzeczywistymi przestrzeniami liniowymi, a A: X™ — Y jest
odwzorowaniem n-lintowym 1 symetrycznym. Jezeli

to A =0.
Dowdd. (indukcyjny)

1. Ustalmy n € N i zalézmy (zalozenie indukcyjne), ze kazde odwzorowanie n-liniowe i symetryczne
A: X" — Y spehiajace warunek (1) jest zerowe.

2. Niech A: X" — Y bedzie odwzorowaniem (n + 1)-liniowym, symetrycznym i spelniajacym
warunek (1).

3. hpe X
4. Ag: X™ — Y dane wzorem Ag(hy,...,h,) = A(h1, ..., "y, ho)
5. Ay jest odwzorowaniem n-liniowym i symetrycznym.

6. Jezeli h € X, at € R, to na mocy lematu 1.11.1

wlin1 n+1 .
O:A(th+h0,,th+ho): E . A(th,...,th,ho,...,ho)z E . A(h,...,h,ho,...,ho)t]
=0\ J ) ntl—j =0\ J j ntl—j

7. A(h,...,hho,...,hg) =0dlaje{l,...,n+1}
W_/\W—/
J

8. A(h,...,hhg)=0dlahe X
—

Vh (AO(hla s 7hn) = O)
—_———
A(hi,....;hn,ho)
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10. A=0

Uwaga 1.12.2. Jezeli A: (RV)" — R jest odwzorowaniem n-liniowym, to

3 vV (Alh,....;h) < —¢||h]")<e ¥  (A(h,...,h) <0)

c€(0,00) heRN heRN\{0}
oraz
3 v (Alh,....,h)=c||h|") e Vv  (A(h,...,h)>0)
ce(0,00) heRN heRN\{0}
Dowad.

1. Zatézmy, ze A(h,...,h) >) dla h € RV \ {0}

2. c¢:=inf{A(h,...,h): h € RN ||h]| = 1} (kres jest osiggnicty na mocy twierdzenia Weierstrassa)

h h
J Y AL
<||h|| HMI)

1
[IAlI"

3. Jezeli h € RN\ {0}, to

a zatem

A(h,...,h) > ¢

4. Stad A(h,...,h) > c||h]|" dla h € RY.
O

Whniosek 1.12.2. Zaléimy, ze U C RY jest zbiorem otwartym, a f: U — R jest funkcjg dwukrotnie
rozniczkowalng w punkcie xog € U oraz fj(x9) =0 dla j € {1,..., N}. Niech

fuzo) oo fj(wo)
A — . )

J

fljl@o) . fljj@o)

i) Jezeli funkcja f ma w punkcie xg maksimum lokalne, to

iii) Jezeli

to funkcja f ma w punkcie xy wlasciwe maksimum lokalne.
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iv) Jezeli

to funkcja f ma w punkcie xy wlasciwe minimum lokalne.

Dowad.
Poniewaz N
f/(flf())(hl,..., Zfb I'O h dla (hl,...,h]\[) ERN
oraz
N N
FOzo) (b, h) =33 fiie(wo)hjhy dla (hy, ... hy) € RY
J=1k=1
a ponadto

f|jk<x0) = f|k](l’0> dla j, ]f c {]_7 Ce 7N}

Wystarczy wiec zastosowaé twierdzenie 1.12.2, uwage 1.12.2 oraz twierdzenie Sylvestera z algebry. [

Whniosek 1.12.3. Zaléimy, ze U C R? jest zbiorem otwartym, a f: U — R jest funkcjg dwukrotnie
rozniczkowalng w punkcie xo € U oraz fi1(xo) = 0, fia(z) =0

i) Jezeli
fi(xo)  fra(zo)
fl1(@o)  fiza(zo)

to funkcja f ma w punkcie xy wlasciwe ekstremum lokalne; maksimum lokalne wia$ciwe, gdy
fhi(zo) < 0 @ minimum lokalne wlasciwe, gdy fui(zo) >0

>0

i) Jezeli
f|11($0) f|12($0)
f|21($0) f|22($0)

to funkcja f w punkcie xy ekstremum lokalnego nie ma.

<0

1.13 Ekstrema zwigzane

Ustalmy przestrzenie Banacha X oraz Y, zbiér otwarty U C X, takie funkcje G: U — Y klasy C! oraz
punkt zg € U i zatézmy, ze G(x¢) = 01 G'(z0)(X) =Y, a ponadto zalézmy istnienie takiej domkniete;
przestrzeni liniowej X5, ze

X=X0X,

gdzie
Xy = G'(20)7'({0})
Przyjmijmy tez oznaczenia

({0}

i nastepujaca definicje
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Definicja 1.13.1. Méwimy, Ze funkcja f: U — R ma w punkcie xq maksimum lokalne zwigzane (zbio-
rem M) [minimum lokalne zwigzane (zbiorem M )] wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje takie otoczenie
Uy C U punktu xo, zZe f(x) < f(xg) dla kaizdego © € UyN' M [f(xo) < f(z) dla kazdego xoy € Uy N M].
Mowimy, Ze funkcja ma w punkcie xo ekstremum lokalne zwigzane (zbiorem M ) wtedy i tylko wtedy, gdy
ma ona w punkcie xy maksimum lokalne zwigzane (zbiorem M ) lub minimum lokalne zwigzane (zbiorem

M).

Twierdzenie 1.13.1. Jezeli funkcja f: U — R jest w punkcie xo rézniczkowalna i ma w tym punkcie
ekstremum lokalne zwigzane to f’ (a:o)‘X = 0.
1

Dowad.
Pomijamy (do przeprowadzenia tego dowodu potrzebowalibysmy twierdzenia zwanego Pierwszym Twier-
dzeniem Lusternika.) O

Definicja 1.13.2. Jezeli funkcja f: U — R jest w punkcie xo rozniczkowalna, to funkcjonat A:Y — R

dany wzorem
1

(1) A= f'(zo) o G'(x0)

nazywamy funkcjonatem Lagrange’a.

Xo

Uzasadnienie, ze A € Y*

Pokazemy, ze G'(xo)’X 0 Xo % Y
, -

2 )

® na

1.yeY

22.0€X y=G'(x)x

3. x =x1+ 29 gdzie 1 € Xy, 19 € Xy
4

! ! ! !/
cy = G'(xo) (21 + x2) = G'(m0) 21 +G' (20) 19 = G'(20) 22
———
0
° 71_1 )
Zastosujemy warunek réwnowazny réinowartosciowosci (zerowanie sie odwzorowanie jedynie w
zerze).

1. Niech G'(xg)ra =0 x5 € Xy
2. To € Xl
3. To = 0

~1
Wiec na mocy twierdzenia Banacha o operatorze odwrotnym G’(a:o)‘X jest ciggte stgd A € Y.
2

Twierdzenie 1.13.2. [Drugie Twierdzenie Lusternika/
Jezeli funkcja f: U — R jest w punkcie xo rozniczkowalna i ma w tym punkcie ekstremum lokalne
zwigzane, a A oznacza funkcjonal Lagrange’a (1), to

(2)  f'(w0) = Ao G'(xo)

Dowad.
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l.zeX
2. x =21+ T2 gdzie X1 EXl, To € Xy
3.

f(@o)(x) = f'(z0) (21 + 72) =
= fl(zo)x1 +f'(z0)zs =

= ['(w0) 0 G'(wo)| | oG ()|,

2

To =
2

A
= Ao (G'(zg)xy +G' (z0)22) =
0

= NG (z0)(z1 + 12)) =

= Ao G'(xg)x
O
Uwaga 1.13.1. Funkcjonal A:'Y — R spelniajgcy warunek (2) jest wyznaczony jednoznacznie.
Dowdd.
1. Niech A1, As: Y — Roraz Ay o G'(x0) = f'(x0) = Ay 0 G'(x0).
2. Wezmy dowolne y € Y.
3. y=G'(zo)r dlaz e X
4. Ay = A (G'(x0)x) = Ao (G (z0)x) = Aay
[

Twierdzenie 1.13.3. Zalozmy, ze funkcja f: U — R jest dwukrotnie rozniczkowalna w punkcie xq € U
i istnieje funkcjonal N € Y* spelniajgcy warunek (2), a funkcja G jest dwukrotnie rézniczkowalna w
punkcie xg

i) Jezeli
3 ¥ ((fP(x0) = Ao GP(xg)) (a1, 21) < —cla[?)

c€(0,00) T1€X7
to funkcja f ma w punkcie xy maksimum lokalne zwigzane.
i) Jezeli
((fP (o) = Ao GP(xo)) (21, 21) > cllan[*)
c€(0,00) 1€X1

to funkcja f ma w punkcie xo minimum lokalne zwigzane.

Dowoad.
Pomijamy O
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1.14 Odwzorowanie regularne i dyfeomorfizmy pomiedzy prze-
strzeniami kartezjanskimi
Ustalmy liczby naturalne M, N oraz zbiér otwarty U C RY i zalézmy, ze N < M.

Definicja 1.14.1. Jezeli funkcja f: U — RM ma w punkcie xq wszystkie pochodne czqstkowe to liczbe
|f/(x0)| okreslong wzorem

| (wo)| = > (Det[fii(wo)lnxn)?

ISji<-<ynsM

nazywamy modutem pochodnej odwzorowania f w punkcie xo, gdzie fi,..., fa: U — R sq takimi
funkcjami, ze f(z) = (fi(z),..., fu(x)) dlax € U.

Przyktad 1.14.1.

f:R—-R?

f(z) = (z,2% sinz)

|f'(z)] = S [fi@)]2 = /12 + (22)2 + (cosz)?
Je{(1),(2),(3)}

Przyktad 1.14.2.

f:R? - R?

f(z,y) = (x +y, —x +siny, %)

(2, y)| = \/ { > (Det[ 3, (1)) 22))? = J'
(J1.52)€{(

1,2),(1,3),(2,3)}

1 1
—1 cosy

1 1

2 2 2
—1 cosy
2 2

20y 2xy o«

Definicja 1.14.2. Odwzorowanie f: U — R nazywamy regularnym wtedy i tylko wtedy, gdy jest
ono funkcjq klasy C oraz

W (f@)] > 0)

Odwzorowanie f: U — RM nazywamy dyfeomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy jest ono réznowar-
tosciowym odwzorowaniem reqularnym i funkcja odwrotna f=1: f(U) — RY jest ciggla

Uwaga 1.14.1. Jezeli f: U — RY to f jest odwzorowaniem reqularnym [dyfeomorfizmem] w sensie
definicji 1.14.2 wtedy i tylko wtedy, gdy jest odwzorowaniem regularnym [dyfeomorfizmem] w sensie
definicji 1.7.1

Twierdzenie 1.14.1. Jezeli funkcja f: U — RM jest rézniczkowalna w punkcie o € U, to kazde dwa
z nastepujgcych zdan i) — iii) sq réwnowazne

i) [f'(xo)] >0
i) wektory fi(zo),. .., fin(zo) przestrzent RM sq liniowo niezalezne.
i) f'(zo): RN — RM jest funkcjq réinowartosciowq.

Dowdd.
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1.
[f'(zo)l >0 3 Det[fju(zo)lnxny # 0
1< <IN
< rzlfip(wo)luxn = N
& kolumny fj1(zo),. .., fin(xo) macierzy [f;i(zo)]mxn sa liniowo zalezne
2.

f'(z0) jest funkcja roznowartosciowa < vV ( f'(zo)zr =0 = 2=0)
z€RN N———

N
> fulzo)z =0
=1

N
< v (Zfz(xo)xl:():xlzo,...,x]v:0)

=1
& wektory fii1(@o), ..., fin(z0) sa liniowo niezalezne

[]

Twierdzenie 1.14.2. Jezeli f: U — RM jest odwzorowaniem reqularnym, to dla kaidego punktu o € U
istnieje takie jego otoczenie Uy C U, Zze f‘U jest dyfeomorfizmem.
0

Dowad.
1. 20 €U
2.1< < <yjn<M Det[f;,i(xo)]nxn # 0
3. Wi={x € U: Det[fj,u(x)|nxn 7 0} jest otoczeniem punktu z.
4 g:=(fi,-- fin)

D. g‘W jest odwzorowaniem regularnym.

6. Uy C W: otoczenie punktu z, g’U jest dyfeomorfizmem.
0

7. Pokazemy, ze f ’Uo jest funkcja réoznowartoéciows i f ’;01 jest funkcja ciggly.
8. h: f(U) — RY dane wzorem h(y,...,yn) = (Yjy, - Yiy)-
9. g=hof
10. Poniewaz g’UO jest funkcja réznowartosciowa, wiec (zauwazajac, ze g‘UO =hof ‘Uo) funkcja f ‘Uo
jest roznowarto$ciowa. Ponadto f ‘;j = g‘;ol o h, a zatem f );01 tez jest funkcja ciaggly.
0

Twierdzenie 1.14.3. Zlozenie odwzorowan reqularnych [dyfeomorfizmoéw] jest odwzorowaniem regular-
nym [dyfeomorfizmem].
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Dowad.

Dla regularnych: wystarczy skorzystaé z twierdzenia 1.14.1 (zdania i) i iii) sa réwnowazne), analogicznie

dla dyfeomorfizméw.

Szkic: (gof)(xo) = ¢'(f(xo))of (x0) - ztozenie funkeji ré6znowartosciowych jest funkeja réznowartosciowa.
O

Twierdzenie 1.14.4. Zaléimy, ze zbiory UW C RN sq otwarte. Jezeli funkcja f: U — RY jest
rézniczkowalna w punkcie xg € U i f(U) C W, a funkcja g: W — RM jest rézniczkowalna w punkcie
f(xg), to

(g 0 f) (o) = |g'(f (o)) - | (o)

Dowdad.
1. h=gof

2. h=(hy,..., hy), gdzie hy,... hay: U — R.
hj=gjofdaje{l,.. . M}

3. Jezeli 1 < g1 < -+ < jn <M, to [hyi(z0)nxn = [gjuin(T0) | Nxn - [fan (o) vxn
Stosujemy tutaj K18 oraz twierdzenie z algebry dotyczace macierzy.

|1 ()] = > (Det[hjp(wo)lnxn)? =

I <-<jn<M

: \l > (Det(g;,m(z0)]nxn - Detl fup(o)]nxn)? =

I<ii<<jn<M
| f"(zo)l

= |f' (o)l - > (Det[gsn(zo)lvxn)? =

1< <<jn<M

= [f'(xo)] - 1g'(f (0))]

]

Twierdzenie 1.14.5. Zaléimy, Ze funkcjia f: U — RM jest dyfeomorfizmem klasy C" dla pewnego
r € NU{oo}. Jezeli P < M i W C R jest zbiorem otwartym, a g: W — RM jest odwzorowaniem
[regularnym, dyfeomorfizmem] klasy C™ oraz g(W) C f(U) to f~' o g jest odwzorowaniem [regularnym,
dyfeomorfizmem] klast C".

Dowdad.
Pomijamy O
1.15 Twierdzenie o rzedzie

Twierdzenie 1.15.1. Zatéimy, ze U C RY jest zbiorem otwartym, a f: U — RM jest funkcjq klasy CP
dla pewnego p € NU {oo}. Jezeli x), to

72 fopn (2)ixn = 1 dla kazdego x € U
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%) fi,..., fa: U — R oznaczajg takie funkcje, ze f(x) = (fi(x),..., fn(x)) dla x € U, to dla kazdego
punktu xy € U istniejg zbiory otwarte V.C RY, W C RM i takie dyfeomorfizmyv: V — RN, w: W —
RM klasy C?, a xg € v(V), (V) C U, f(v(V)) CW

wo fov(x)=(xy,...,2:,0,...,0) dlax €V
M—r

Dowad.
Pomijamy O



Rozdziat 2

Teoria powierzchnii

2.1 Powierzchnia gladka

Ustalmy liczby naturalne n, N oraz r € NU {oo} i zat6zmy, ze n < N.

Definicja 2.1.1. Niepusty zbiér H C RY nazywamy n-wymiarowqg powierzchniq gtadkq (reqularng)
[klasy C" ] wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego punktu yo € H istniejq zbiory otwarte U C R™, W C H
i taki dyfeomorfizm ®: U — RY, Zeyo € W = ®(U).

Uwaga 2.1.1. Wymiar powierzchnii gladkiej jest wyznaczony jednoznacznie.

Dowad.
Pomijamy [

Uwaga 2.1.2. Niepusty zbior H C RN jest N-wymiarowq powierzchnig gladkg wtedy i tylko wtedy, gdy
H jest podzbiorem otwartym przestrzeni RY.

Dowod.
(=)

1. (Zatozenie) H C RY jest N-wymiarowsa powierzchnia gtadka.

2. Niech y € H, a U, C RY oraz W,, C H beda takimi zbiorami otwartymi, ze istnieje dyfeomorfizm
®,: U, > RN zey e W, = 0,(U,).

3. Zbioér ®,(U,) jest podzbiorem otwartym przestrzeni RY.

4. H=|J w,= | 2,(U,) - otwarty w R".
ye

yeHd otwarty
(=)
1. (Zatozenie) H C RY jest niepustym zbiorem otwartym.
2. id‘H jest dyfeomorfizmem oraz idy(H) = H.
O

Uwaga 2.1.3. Jezeli H C RY jest n-wymiarowq powierzchniq gladkq [klasy C"], a Hy C H jest jej
niepustym podzbiorem otwartym to Hy jest n-wymiarowq powierzchnig gladkq [klasy C"].

43
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Dowad.
1. yo € Hy
2. Yo € H

0T B dyteomoon My cr] |10 €W =20

4. Wy .= W N Hy jest podzbiorem otwartym H, oraz yo € Wj.

5. Wy jest podzbiorem otwartym przestrzeni W.

6. Uy := @1 (W) jest podzbiorem otwartym przestrzeni U, a zatem takze przestrzeni R".
7. @‘UO jest dyfeomorfizmem [klasy C"], @‘UO(UU) =Wy 3 yo.

[]

Twierdzenie 2.1.1. Zaléimy, ze H C RY jest n-wymiarowq powierzchniq gtadkqg, U C RY jest zbiorem
otwartym, a f: U — RY jest odwzorowaniem reqularnym. Jezeli f(U) C H, to f(U) jest podzbiorem
otwartym przestrzeni H.

Dowad.
L ye fU)
2.ye H
3. Istnieja zbiory otwarte Uy C R™, Wy C H oraz taki dyfeomorfizm ®: Uy — RY, zey € Wy = ®(Up)
4. Uy := f~1(Wy) jest podzbiorem otwartym zbioru Uy, a zatem takze i R".

5. Stosujac twierdzenie 1.14.5 do dyfeomorfizmu ® i odwzorowania regularnego f ‘U mamy, ze
1

dlof ‘U jest odwzorowaniem regularnym, w szczeg6lnosci <<I>_1 of ’U ) (Uy) jest podzbiorem
1 1

otwartym przestrzeni R".

6. : Uy, % Wy jest homeomorfizmem.

7. @ ((I>1 of ’U > (Uy) jest podzbiorem otwartym przestrzeni W, a zatem i powierzchnii H. Stad
1
f(U1) jest podzbiorem otwartym powierzchnii H

8. y € f(Uy)
]

Whiosek 2.1.1. Zaléimy, ze H C RN oraz Hy C RN sq n-wymiarowymi powierzchniami gtadkimi.
Jezeli Hy C H to Hy jest podzbiorem otwartym przestrzeni H .

Dowad.

1. Dla kazdego y € Hy niech U, C R", W, C Hy beda takimi zbiorami otwartymi, ze dla pewnego
dyfeomorfizmu ®,: U, — RY mamy y € W, = ®,(U,)
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2. ¢,(U,) =W, CHyC Hdlay e H,y
3. ®,(U,) jest podzbiorem otwartym przestrzeni H dla y € Hy

4. Ho= |J W, = |J @,(U,) - zbiér otwarty przestrzeni H.

yEHy yEHy

Definicja 2.1.2. Niech H C RY jest n-wymiarowq powierzchnig gladkq.
My ={®: ®: U — R jest dyfeomorfizmem okreslonym na podzbiorze otwartym U oraz ®(U) C H}

Jezeli @ € My, to dziedzine funkcji ® oznaczaé bedziemy symbolem Ug, a zbior wszystkich jej wartosci
oznaczaé bedziemy symbolem We; kazdy dyfeomorfizm ® € My nazywamy reqularnym opisem parame-
trycznym (mapaq regularng) zbioru We, a 2bior A C My nazywamy regularnym atlasem wtedy i
tylko wtedy, gdy H = U Wa

PdecA

Definicja 2.1.3. Jezelin < N to niepusty zbiér H C RY nazywamy n-wymiarowym wykresem klasy
C" wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje $cisle rosngcy ciag (ji,...,Jn) liczb ze zbioru {1,..., N}, zbior
otwarty U C R™ i takie funkcje Uq,...,Wyn_,: U — R klasy C", Ze

H:{(yl,...,yN)GRN:(yjl,...,yjn)eU/\ v Yir = Vo (Y5 Y5.) )

gdzie (41, ..., jn_,) jest cisle rosngcym ciggiem liczb {1,... ., M} \ {j1, ..., jn}

Twierdzenie 2.1.2. Jezelin < N i H C RY jest n-wymiarowym wykresem klasy C", to istnieje zbidr
otwarty U C R™ i taki dyfeomorfizm ®: U — R klasy C", zZe ®(U) = H, w szczegdlnosci H jest n-
wymiarowq powierzchniqg gtadkg.

Dowod.

1. Przyjmijmy oznaczenia z definicji 2.1.3 i okreslmy funkcje ®: U — RY przyjmujac ®;, (z1,...,2,) =
rpdlak € {1,...,n}, @y (xy,...,2,) = Vp(21,...,2,) dlav € {1,..., N-n}, ®(z) = (®1(),..., Pn(2))

2. @ jest funkcja klasy C", |®'(z)| > Det[®,1(x)|nxn = Detlyx, =1 dlaz € U.
3. ® jest odwzorowaniem regularnym.

4. P jest réznowartosciowe.
Jezeli x,z € 1 (x) = ®(2), to P1(x) = P1(2),...,Pn(x) = Py (2) W szczegdlnosci D, () = D, (2)
dlake{l,...,n}czylizy =z, dlak € {1,...,n} zatem z = z.

5. @71 jest funkcja ciggta.
6. ®(U)C H

l.zeU
2. x=(21,...,2,)

3. ®(z) = (&1(), ..., ox(2))
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4. 0 (z),..., P, (x) = (z1,...,2,) =2 €U
~—— ~——

5. Jezelive {l,...,N —n}, to @ (x) = W, (z1,...,2,) = ¥, (P}, (x),...,P;, (x)).
6. d(z) € H

H c o(U)

1. (y1,...,yn) € H

2. Wjis 2 ¥i) €U, Vet on—ny U5 = Wl¥is - Y5,)

3. P(Yjrs-- s Yi) = (Pr(Wirs -3 Yin)s - P (Yjs o, Yi))

4. Q5 (Yjrs---5Y5) =Y. ke{l,....n}

5 QY- Yin) = Vo (Y, -y y) =y, dlave{l,...,N —n}

6. (1, un) = (@1 - i)y - PN (Wi -5 05)) = P Wi - 05,) € D(U)

d~! jest funkcjy ciggly.
1. (yl,...,y]\[) ceH
2. D Yyr,...,un) = (Yjys - - Yj,), bo @ jest réznowartosciowe.

O

Whiosek 2.1.2. Jezeli H C RN, n < N i dla kazdego yo € H istnieje taki zbiér otwarty W C H, Ze
Yo € W i W jest n-wymiarowym wykresem klasy C”, to H jest n-wymiarowq powierzchnig gladkq klasy

Ccr.

Twierdzenie 2.1.3. Jezeli H C RN jest n-wymiarowq powierzchnig gtadkg klasy C™ in < N, to dla

kazdego yo € H istnieje taki zbior otwarty W C H, zZe yo € W 1+ W jest n-wymiarowym wykresem klasy

Cr.
Dowodd.
1. ype H
2. & e My, yo € Wy, @ klasy C”
3. mg =D (yy) € Up CR"
4. |9/ ()] > 0
5. 1< j1 <+ < jn <N, Det[®;,(z)] # 0 gdzie @q,...,Py: Up — RY sa takimi funkcjami, ze
O(z) = (P1(x),...,Py(z)) dla z € Up
6. Up = {x € Up: Det[®;,i(x)] # 0} jest podzbiorem otwartym przestrzeni R".
7. (P, D) - Uy — R" jest regularne.
8. U C Uy - zbiér otwarty, o € U, (®j,,...,P;,) U jest dyfeomorfizmem.
9. U= (D ..., D)
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10. WU(U) jest podzbiorem otwartym przestrzeni R”™.

(
11. (I)(U) - {(y17 o 73/N) € RN: (yj17 o 7yjn) S \IJ(U) vjE{l ..... N-n} (yj,', = (I)_l(qj(yjn o 7yjn))7 gdZie
(715 -+ IN_n) jest Scisle rosnacym ciagiem liczb ze zbioru {1,..., N} \ {j1, ..., jn}}

2 C??

1. ye &)

2. y=>(zx), gdziex € U

3. Whnse s ) = (D3 (2), ., 5, (1)) = U(z) € V(D)

4. Jezeli v € {1, o, N — n}, to vy, = q)j{,(x) = (I)j/l,(‘lj_l(yjl, N 7yjn))

2 D??

1. (yl, ... ;yN) € RN,
2. (YY) = Y(z
3. @(x) = (VU H(U(2) = 2T Ny, .-, Y5)). Jezelik € {1,...,n}, to @, (T (y;,, .-, Y;,)) =

(yjn - 7y_]n) € \IJ(U) vjE{l ..... N-n} Yj, = (I)j,’, = \Ij_l(yju s 7yjn>
) dla pewnego x € U.

Yirs gd21e( ]1(\11 (yjl’ SR 7y]n))7 . 'aq)jn(\ljil(yju SR 7yjn)) = \I](qjil(yjn s ’yjn>> = (yju SR 7yjn)'

Jezeliv e {1,...,N —n}, to @ (T (yj,- -, Uin)) = Yo
12. @1, 0 U™ jest klasy C" dla kazdego {1,..., N —n}

13. ®(U) jest m-wymiarowym wykresem klasy C”, zbiorem otwartym w przestrzeni H oraz yy =

]

Twierdzenie 2.1.4. Jezeli H C RY jest niepustym zbiorem, a n < N, to H jest n-wymiarowq po-
wierzchnig gladkq klasy C™ wtedy @ tylko wtedy, gdy dla kazdego yo € H istnieje taki dyfeomorfizm
N

d: X (ap,by) = RY, zeap <bp dlake€{l,... N}, anpy <0 <bpyy dlave{l,...,N —n},

k=1
N N N
Yo € P (X (ak,bk)> , ® (X (ak,bk)> NH=o ({ZL‘ e X (ak,bk): Y (l‘n+y = 0)})
k=1 k=1 h—1 ve{l,..,.N—n}
Dowoad.
Pomijamy n

2.2 Powierzchnia styczna

Ustalmy liczby naturalne n, N i zatézmy, ze n < N.

Definicja 2.2.1. Jezeli H C RY jest n-wymiarowq powierzchniq i yo € H, to
H,={ye RY: y jest wektorem stycznym do zbioru H w punkcie yo}.

Wektor y € RN nazywamy wektorem mnormalnym (ortogonalnym, prostopadiym) do powierzchni
H w punkcie yo wtedy @ tylko wtedy, gdy vy L H,,. Zbior H,, nazywamy przestrzeniq styczng do
powierzchnii H w punkcie yq.
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Twierdzenie 2.2.1. Jezeli H C RY jest n-wymiarowq powierzchnig gltadkq, ® € My, a xq € Us,
to Homgy = @'(20)(R™), a wektory ®p(xg), ..., Pn(xo) stanowiq baze przestrzeni stycznej He(zy), w
szczegolnosci dla kazdego yo € H przestrzen styczna Hy, jest m-wymiarowq podprzestrzeniq liniowg
przestrzeni RY .

Dowad.
1. Jezeli y € RY, to

Y € Hy(zy) © y jest wektorem stycznym do zbioru H w punkcie ®(z)

< y jest wektorem stycznym do zbioru We  w punkcie ®(xg)
~—
¢ (Us)

& y = ®'(zg)x dla pewnego wektora z € R™ stycznego do zbioru Us w punkcie x

2. Poniewaz Usg jest podzbiorem otwartym przestrzeni R”, wicc kazdy punkt przestrzeni RV jest do
niego w punkcie zq styczny.

3. Y € Ho(zy) & y = ' (20)2 dla pewnego x € R”
4. Op(x0) = ¥'(z0)er € Y'(20)(R") = Hoy) dla k € {1,...,n}.

5. Wedlug twierdzenia 1.14.1 wektory ®1(zo),. .., ®},(20) sa liniowo niezalezne.

6. Jezeli (z1,...,1,) € R" to ® (xo)(x1,...,2,) = D' (20) (Z xkek> = @ (zo)er = > wpPpi(z0)
k=1 k=1

k=1

]

Definicja 2.2.2. Jezeli y',...,yN "1 € RN, to wektor y* A ... ANy~ preestrzeni RN defininiujemy na-
stepujgco

Ys - YN Yoo Yl Y oo YN i Un
YA LAYV = : : seeey (—1)0H : : ooy (1N : :
y o Nt A VA VSRR /i AR\

Uwaga 2.2.1. Jezeli y',...,.yV 1 € RV, to
y- (WA AYNTY = Detly,yt, .. yN Y dlay € RY

A LAY =0 dlake{l,...,N—1}

oraz
yPA L AYNTE =0 wektory vt ... yN T sq liniowo zaleine
Dowdd.
Jezeliy € RN, y = (y1,...yn), to
y1 . yN
N yroo. y]{l yjl+1 YN . J "
_ 1 aplace 1 —
g A AYYT =Yy (=T : = . = Detly,y",...,y" "
k= — _ _ _ : :
' y{v R ijql ijgl y% ! N—1 N-1
Y1 o YN
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Twierdzenie 2.2.2. Jeieli H C RY jest (N —1)-wymiarowq powierzchniq gladkq, ® € My, a xy € Us,
to

Ho(wy) = {y € RY: Detly, ®1(x),. .., Py-_1(z0)] = 0}
a wektor y € RY jest wektorem normalnym do powierzchni H w punkcie ®(xzo) wtedy i tylko wtedy, gdy
y=a(Py(zo) A.. AN Dy_1(x0))
dla pewnego o € R
Dowdd.

1. Wedtug twierdzenia (2.2.1) wektory

(*)  @Pn(zo), ... ®v-1(zo)
tworzg baze¢ przestrzeni Hg(y)

2. Wektor y € R nalezy do przestrzeni Hgy(yy) wtedy i tylko wtedy, gdy jest kombinacja liniowg
wektoréw (%), a to oznacza, ze

Detly, @1 (o), ..., Pn—1(z0)] =0

3. Podprzestrzen liniowa przestrzeni RY zlozona z wektoréw normalnych do powierzchnii H w punkcie
®(xp) jest jednowymiarowa, a wektor

((I)Il(xﬂ)» ceey ‘I)|N71(-To))
do niej nalezy i jest wektorem niezerowym (a ponadto tworzy baze).
O

Twierdzenie 2.2.3. Zaléimy, ze W C RY jest zbiorem otwartym, G: W — R"™ jest odwzorowaniem
C" (dla pewnego r € NU{oo}) in € N. Jezeli %) rz[Gru(y)|lnxy = n dla kazdegoy € W i G1({0}) # 0,
to G71({0}) jest (N — n)-wymiarowq powierzchnig gladkq klasy C”

G ({0})yo = G'(y0) ' ({0}) dia kazdego yo € W

a wektor (yy,...,yn) € RY jest wektorem normalnym do powierzehnii G=1({0}) w punkcie
Yo € G71({0}) wtedy i tylko wtedy, gdy istniejg o, ..., a, € R, Ze

yj = ZakaU(yO) dlaje{l,...,N}

k=1

%) G1,...,Gn: W — R sa takimi funkcjami, ze G(y) = (G1(y),...,Gn(y)) dlay € W

Dowad.
Pomijamy O
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2.3 Miara na powierzchni gtadkiej
Ustalmy powierzchnie gtadka H C RY i niech

1) Mp={AcCH: v (dA)eL,)}

deMy
Twierdzenie 2.3.1. Rodzina My okreslona wzorem (1) jest o-ciatem podzbioréw zbioru H, a ponadto
i) B(H) C My

i) Jezeli ® € My, A C Ws, to A € My & O YA) € L,, ajeieli f: A — R, to f jest funkcjq

My -mierzalng wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja f o @‘@_ A jest mierzalna w sensie Lebesque’a.

Y
Dowod.

i) 1. My jest o-ciatem podzbioréw zbioru H

2. Jezeli V' C H jest podzbiorem otwartym (wystarczy sprawdzi¢ dla otwartych) przestrzeni H, a
® € Mg, to @ 1(V) jest podzbiorem otwartym, a zatem zbiorem mierzalnym w sensie Lebes-
gue’a, oznacza to, ze V € My.

3. B(H) Cc My
ii) (z lewej na prawa oczywiste)
. Niech ® € My i A C Wy, zalézmy, ze ~1(A) € L,
. Aby wykazaé, ze A € My pokazemy, ze ¥ € My
() eTHA) e L,

1
2

3

4. x: \I/’loq)‘q)_ (: &Y (Wy) — R)
5

6

(W)
. Wedtug twierdzenia 1.14.5 x jest dyfeomorfizmem.
-1
CWLA) = (@, (A) = X(@7(A)N &7 (Wy) )
P-1(Wy) —_—— N——
€Ly otwarty w RV
€Ln

€L, na mocy twierdzenia o catkowaniu przez podstawienie
7. Jezeli zbior B C R jest borelowski, to

FUB) € My & & (f(B)) € L, & <f o ®|, ))1 (B) € L,

71(14

co

. f jest funkcja M y-mierzalng wtedy i tylko wtedy, gdy mierzalng w sensie Lebesgue’a jest funkcja
fo <I>‘ .
d-1(A)

O

Twierdzenie 2.3.2. Istnieje dokladnie jedna taka miara p: My — [0,00], Ze dla kazdego ® € My i
dla kazdego takiego zbioru A € My, ze A C Wy spelniony jest warunek

@ uA) = [, @) dr
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Dowdd.

)

1)

I11)

1.

2.

H= | We
deMpy
Wedtug twierdzenia Lindelofa (Dla kazdej rodziny 91 podzbioréw otwartych osrodkowej prze-
strzeni metrycznej istnieje taka przeliczalna rodzina 9y C M, ze UNy = UN) istnieje taki ciag
(®,)ven map regularnych, ze H = | | W, .
veN
By =W, Byy1=Ws,,, \|JWs, dlaveN
k=1

(B,)ven jest ciagiem parami roztacznych podzbioréw borelowskich zbioru H oraz H = U B,
veN

Zatozmy, ze p: My — [0, 00| jest miara spetniajaca (2) dla kazdego & € My i dla kazdego
takiego zbioru A € My, ze A C Wy

Jezeli A € My, to

A) = ANB,| = ANB,) = / o () d
w)=u(Uans,) Suans) =3 [, 040 d
v P v

Dowodzi to, ze istnieje co najwyzej jedna ”taka’ miara.

Okreslmy funkcje p: My — [0, 0o] wzorem

@’ d
Z/wm&| v)| dz

. 1 jest miarg.

Niech © € MH, A€ EDTH, AC Wy
Zachodzi (2)

0 ([ @ = [ o) )
veN o, 1(ANB,) d—1(ANBv)
1. veN
— H-1 . -1 n
=@ 0| (@7 (Wa,) - RY)
Wedtug twierdzenia 1.14.5 funkcja x jest dyfeomorfizmem.

0l d :/ o’ NV d

Ll de= [ e )] da

-1 1 . -1

X (@, (ANB,)) = @(@71(%)
(tw.1.14.5)

@] @) T (@, 0 1) ()

. (o) dr = | ()] d
Jos iy B dr= [ (@ @)] da

- Z (I)/ dr = / (I)/ d :/ P’ dr =
v=1 /PJI(AQBV | | v Z ~1(ANBy) | )’ v UsO:1 d-1(ANB,) ’ (:E)| v

(2] de = / <I> d

(W) de= [ ()] do

- LN

ot

(ANB,) =0 (ANB,)N® (Ws,) = (ANB,)

(xed®—

=)

=0/ (@)

\]

o0

AI(U?1 ANB,)
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O

Definicja 2.3.1. Jedyng miare p: My — [0, 00| spelniajocq dla kazdego ® € My i dla kazdego zbioru
A € My warunek (2) oznaczac bedziemy pug

Uwaga 2.3.1. Ny = L, @ ppy =y

Dowad.
Wystarczy zauwazy¢, ze idgy € Mpn O
Twierdzenie 2.3.3. Jezeli Hy C H jest n-wymiarowq powierzchnig gtadkq, to My, = My |Hy oraz

H:H‘
ity = [ty

Dowad.

I) 1. Ae My, e My

2. Poniewaz na mocy wniosku 2.1.1 Hy jest podzbiorem otwartym przestrzeni H, wiec ®~!(H,)
jest podzbiorem otwartym przestrzeni R™.

3. CD‘ Ho) S MHO

o1

-1 . _ _ _
4. @‘@71(14) € L, gdzie @A) NP (Hy) = d1(A)
5. Ac My

6. DDTHO C My

Hy
H) 1. MHQ C My
2. My|Hy C EDIHO

3. NH‘ = KHy

My,
Twierdzenie 2.3.4. uy jest miarg zupelng.
Dowad.

1. Ae My, /LH(A):O, BCA

2. (7) BeMy
3. P e My
P-1(ANWs)

5. v (|9'(x)] >0)

zeUsp

6. L, (P H(ANWg)) =0
—_———
d-1(A)

7. dY(B) C d1(A)
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8. ®1(B) € L,,
9. Be My
UJ

Twierdzenie 2.3.5. Jezeli Hy C H jest ng-wymiarowq powierzchniq gltadkq i ng < n, to Hy € My 1
pr(Ho) =0
Dowdd.
1. Dla kazdego yo istnieje takie jego otoczenie Vo C Hy, ze Vo € My i pug(Vo) =0
1. yo € Hy
. Na mocy (K49) mamy &: k>n< (ax, br) — R"™ - dyfeomorfizm,
=1

ap < by dlake{l,...,n},
Uty <0 <bpgrp dlave{l,...;n—np}, yo € (X(ak,bk)> C H,

k=1

® <k>i<1(ak, bk)> NHy=® <{x € >n< (ak, br): v (Tng v = 0)})

k=1 ve{l,...n—no}

[\l

3. Vo= ()( (a, bk)> N Hy jest otoczeniem punktu yg w przestrzeni Hy
k=1

4. & € My

5. 971 (V) = {x € X (ak,by): . (Tpgtw = 0)} € L, oraz [,(®71(V4)) =0
k=1 ve{l,...n—no}
6. Vo€ My i jur(Vo) = 0
2. Dla kazdego y € Hy niech V,, C H, bedzie takim jego otoczeniem, ze V,, € My i py(V,) =0

3. Ho= |V,

yeH

4. Na mocy twierdzenia Lindeldfa istnieje taki ciag (v, ),en punktow przestrzeni Hy, ze Hy = | Uy,

veN
———
eEMy
5. Hy e My i /LH(H()) =0
O
Whniosek 2.3.1. Jezelin < N, to He€ Ly ily(H) =0
Dowdéd. Patrz uwaga 2.3.1 [

Twierdzenie 2.3.6. Jezeli K C H jest zbiorem zwartym, to puy(K) < oo
Dowad.
1. Dla kazdego yo € K istnieje takie jego otoczenie Vo C H, ze uy(Vh) < oo

1. yoe K
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2. e My, yoe We

3. Uy C Ug - otwarty i ograniczony, clUy C Ug, & (yo) € Uy

4. Vo = ®(Up) jest otoczeniem punktu yo

(Vo) = L)l%)@'(:pﬂ dr = /UO|<I>’(x)| dr < /ZU 10()| dz < oo (bo cllUy - domkniety i

cUo
ograniczony czyli zwarty, a ®'(x) funkcja ciggta).

ot

2. Dla kazdego y € K niech V,, C H bedzie takim jego otoczeniem, ze py (V) < co.

3. Kc UV,

yeK

k
4oy, € K: KC (JV,

k=1

5. ug(K) = py (ij VK> < Hz:,uH(VyK) < 0

k=1

O

Twierdzenie 2.3.7. Jeieli ® € My, Ac My, ACWs, a f: A — R jest funkcjg My -mierzalng, to
%)
— /
[ 7= [ F@@)I )] da

%) Ponizszq rowno$é nalezy tak rozumieé: Jezeli istnieje jedna z calek tam wystepujgcych, to istnieje tez
1 druga z nich 1 zachodzi ta rownosé

Dowad.
Wystarczy zastosowaé (ogélne) twierdzenie o catkowaniu przez podstawienie. O]

Przyktad 2.3.1. Jeieli —0o < a < b < o0, a ®: (a,b) — RY jest dyfeomorfizmem, to ®((a,b)) jest
jednowymiarowq powierzchnig gltadkg oraz

[ ((ap))(A) = /

>-1(A)

N
) (2)? dx dla A € My((ap))
j:l

gdzie ®q,...,Px: (a,b) — R sq takimi funkcjami, ze ®(x) = (P1(z),... Py(2)) dla x € (a,b) w szcze-
golnosci jezeli a < o < 3 < b, to

nazywamy diugoscig tuku gtadkiego.
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Przyktad 2.3.2. Jezeli U C R? jest niepustym zbiorem otwartym, a ®: U — R? jest dyfeomorfizmem,
to ®(U) jest dwuwymiarowq powierzchnig gladkq oraz

2 2
pr1(z)  prp(z) dr —

_ 902|1(1’) <P2|2(l‘) ‘2 |901|1(1’) <P1|2(l‘)
o) () L‘l( )\H i pap(2)  papp(x)

w31(x)  w3p() w3 () p32()

+ |

= [y 120(0) A @)
w szczegolnosci
Haw)(@(U) = [ |@n(2) A @p(a)| dr,

gdzie &1, Dy, O3: U — R sq takimi funkcjami, ze ®(x) = (P1(x), Po(z), P3(x)) dla z € U
Liczbe / P11 (z) A Pjo(2)| do nazywamy polem powierzchni ®(U)
U
Ogélniej jezeli U C RN7L jest niepustym zbiorem otwartym, a ®: U — RN jest dyfeomorfizmem, to
O(U) jest (N — 1)-wymiarowa powierzchnig gladkq oraz

paw)(A) = [Dl(A) (D) AL ARy ()| do dla A € My

w szczegolnosci

uq>(U)(<I>(U)):/UICI)|1(:E)/\.../\CI>|N,1($)\ dz

2.4 Orientacje i orientowalno$s¢ powierzchnii gladkiej

Ustalmy n-wymiarowg powierzchnie gtadkg H C RV

Definicja 2.4.1. Jezeli X jest n-wymiarowq przestrzeniq lintowg nad ciatem R, to symbolem Bx ozna-
czac bedziemy zbior wszystkich n-elementowych ciggéow wektorow liniowo niezaleznych przestrzeni X. W
zbiorze By okreslamy relacje Rx wzorem

(b1,...,bp)Rx(ay,...,a,) < Det[ag]nxn >0

gdzie b, = Z@kl@z dla ke {l,....,n} (1)

=1

Uwaga 2.4.1. Jezeli X jest n-wymiarowq przestrzenig liniowg nad ciatem R, to Rx jest relacjg row-
nowaznosci oraz cardBx /g, = 2

Dowdd.
Dowdd relacji rownowaznosci jest prosty (zwrotnosé - macierz jednostkowa, symetria - macierz odwrotna,
przechodnos¢ - iloczyn macierzy), zajmiemy si¢ teraz dowodem faktu cardBx/gr, = 2

1. (al,...,an) € BX
2. (by,...,b,) € Bx
3. Niech [a]nxn bedzie macierza speliajaca warunek (1), wtedy oczywiscie Det[ay] # 0

4. Jezeli Detlag|nxn > 0, to (by,...,by)Rx(ai,...,a,)
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5. Jezeli Det|oyg]nxn < 0

-1 ... Oqp
Det : : = —Det[ag]nxn >0

—0p1 ... Opp

a ponadto by = (—ay)(—ay) + Z agay stad (b, by, ..., by)Rx(—ay, ..., a,)
=2

6. cardBx/ry < 2
7. ~((—a1,a9,...,a,)Rx(ay,...,a,)) a zatem cardBx /r, > 2

8. cardBx /ry =2

Definicja 2.4.2.
R =[(e1,...,en)], [R"]- =[(—e€1,...,€n)]
gdzie e, = (0,...,0,1,0,...,0 dla k € {1,...,n}
—— ——

k—1 n—Fk

Uwaga 2.4.2. Jezeli (ay,...,a,) € Bgn, to
(a1,...,a,) € [R"]; & Detlay,...,a,) >0

Dowod.

1. ar = (agy,--.,ax,) dlak € {1,...,n}

n
2. ap = Zaklel
=1

Definicja 2.4.3. Jezeli ® € My i xy € Uy, to klase [Hq>(xo)]$ okreslong wzorem
[Ha@o))} = [(®n(w0), .- ., Pu(20))]
nazywamy orientacjq przestrzeni stycznej Hy(,,) wyznaczong przez mape P
Twierdzenie 2.4.1. Jezeli ® € My i xg € Ug, to
[Houo)s = {(®'(vo)ar, ..., P (z0)an): (a1,...,a,) € [R"]+}
Dowad.

) 1 (bys....bn) € [Hopy]®
2. (bl, e ,bn> S H<I>(a:o)

o6
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o7

3. Na mocy twierdzenia 2.2.1 istnieja takie wektory aq,...,a, € R": b, = ®'(xg)a, dla k €

{1,...,n}

4. Wektory aq, ..., a, sa liniowo niezalezne
n

ag, ..., o, € R: Zakak:0
k=1

0= ®'(z0)0 (Z akak> = ¥ (zo)ar = D _ by
k=1

ap =0dla ke {l,...,n} (bo by,...,b, sa liniowo niezalezne)
5. Jezeli ar, = (ag1,...,akn) dla k € {1,...,n}, to

/950) (dezel) Zakl /(950)61 Z&M‘I)\z o)
=1

M =1
@ (o)

dla k € {1,...,n}, a zatem Det[ag],xn >0
Stad (wedle uwagi 2.4.2) (ay, ..., a,) € [RV],

IT) 1. Niech (ay,...,a,) € [R"]4, b = @' (zo)ar, dla k € {1,...,n}
2. by,...,b, € HCI)($O)
3. Wektory by, ...,b, sa liniowo niezalezne

ag,...,q, € R: Zakbkzo
k=1

0="> apby =D ax®(xo)ay = P'(x) <Z akak>
k=1 k=1 k=1

Z twierdzenia 1.14.1 mamy »  agb, = 0 (bo ®'(z¢) jest 1-1) stad oy, = 0 dla k € {1,. ..

k=1
4. Zakladajac, ze ar, = (a1, ..., ap,) dla k € {1,...,n} mamy

by = @' (zo)ar = @' (z0) (Z akﬁz) = an ' (zo)e; =Y arPu(zo)
=1 =1 T(/—)’ =1
(o

i na mocy uwagi 2.4.2 mamy Det|a|nxn > 0, wnosimy stad, ze

(b1, ..., by) € [®p1(20), Ppu(z0)] = [Ha o)

Twierdzenie 2.4.2. Jezeli &,V € My, a yo € We N Wy, to *)

(@' (%)) >0

e~ L(Wy)

[Hyo]i = [Hyo]i g J\P_IO(D

%) Jezeli U C R" jest zbiorem otwartym, a f: U — R™ i f ma w punkcie xo € U wszystkie pochodne

czqstkowe pierwsze rzedu to macierz [fi1(xo), . . ., fin(®0)] nazywamy macierzq Jacobiego funkcji f, a

Jjej wyznacznik nazywamy jakobianem funkcji f i oznaczamy symbolem Jg(xo)

Ji(wo) = Det[fi1(xo), - - -, fin(20)]



ROZDZIAL 2. TEORIA POWIERZCHNII 58

Dowad.
- —1
Ly:=U0"o @\@_I(W

2. Wedlug twierdzenia 1.14.5 y jest dyfeomorfizmem.

4 (x (@7 (o)) o X' (27 (w0)) = @' (27 (o))
5. ar = X' (2 (yo))er dla k € {1,...,n}
6. U'(T(yo))ar = ©(P(yo))er = Pu(P (yo)) dla k € {1,...,n}

7. (an,... an) € R4 & Jo (@ (o)) > 0

8.
J (@ (o)) >0 (ag,...,a,) € R4
& (VT (yo)ar, ..., V' (T (yo)an) € [HylY
& (P (P (0)) -+ Ppu(®H(10)) € [Hy,lY
A [Hyo]i = [Hy0]$

Whniosek 2.4.1. Jezeli ®, ¥ € My i We N Wy jest zbiorem spojnym, to

([Hy]i = [Hy]b{) A v ({Hy]i = [Hy]b

yeWasNWy yeEWsNWy

Dowad.

1. Niech [H,,|? = [H,,]Y dla pewnego yo € H i ustalmy y € H.

\)

-l -
. x: =V lo cb‘qu(wq,) jest dyfeomorfizmem.

3. Jx(q)il(yow >0

4. Funkcjay — J, (P (o)), y € WeNWy jest ciagla i okreslona na zbiorze spdjnym, a zatem zbior
jej wszystkich wartosci jest odcinkiem na prostej. Z faktu, ze x jest dyfeomorfizmem do zbioru
warto$ci odwzorowania J,, nie nalezy zero.

5. Poniewaz J, (®~*(yo)) > 0, wiec tym samym

(Jo (@7 (y)) > 0)

yeWasNWy

i na mocy twierdzenia 2.4.2
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Definicja 2.4.4. Funkcje o (okreslong na powierzchnii H i przyjmujgcg wartosci w zbiorze

U By, / Ru, ) nazywamy orientacjqg powierzchnii H wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taki atlas
yeH '
reqularny powierzchnit H, Ze

v (o(y) = [H,]})

PecAyeWy

Powierzchnie H nazywamy orientowalng wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje cho¢ jedna orientacja po-
wierzchnii H.

Uwaga 2.4.3. Jezeli U C R" jest niepustym zbiorem otwartym, a ®: U — RY jest dyfeomorfizmem, to
O(U) jest powierzchnig orientowalng, dokltadniej funkcja

Y — [Hy]i dlay € CD(U)
jest orientacjg powierzchnii ®(U).

Twierdzenie 2.4.3. Powierzchnia H jest orientowalna wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taki atlas re-
gularny powierzchnii H, Ze
([H,)3 = [H,]Y)

P VeA yeWenWy

Twierdzenie 2.4.4. Jezeli 01,05 sq takimi funkcjami, Ze

v (Bu,/ Ry, = {01(y), 02(y)})

yeH

to o1 jest orientacjq powierzchnii H wtedy i tylko wtedy, gdy oo jest orientacjq powierzchnii H.
Dowéd.
1. (Zalozenie) oy jest orientacja powierzchni H.

2. . atl 1 =[H,®
A1 C My : atlas regularny @gAl er/V@ (o1(y) = [Hy]T)

3. II: R" — R"™ dane wzorem Il(xy, ..., z,)

I
|
2
|
2
v
|
5
g

4. Ay :={Po H‘H—l(W@): e A} C My

5. U (@)@ (Us)) = U o(Us)= |J Wo=H
deA; e Ay e A

6. Aj jest atlasem regularnym.

7. Jezeli ® € Ay, to dla kazdego = € TI71(Us)

7 oo ol () =0 ’ (z) = on(z) = -1
n—1ug) n—-1(vg)
Poll .
8. V V  ([Hew]? # [Hawle ) - na mocy twierdzenia 2.4.2

A1 zell-Y(Usp)

9. Vv \ (02(9):[Hy]3)

veAdy yeWyg
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10.

09 jest orientacja przestrzeni H.

Twierdzenie 2.4.5. Jezeli 01 © 09 sq orientacjami powierzchni spéjnej H, to

01 =09 & yeﬂH (01(y) = 02(y))

Dowod.

1.

10.

11.

12.

13.

A1, Ay C My - atlasy regularne

Vo (o1(y) = [Hy]i)

decA; yeWs

VoV (oa(y) = [H]Y)

Vel yeWy

. Niech o1(29) = 02(20) dla pewnego zy € W

W :={ye€ H: o1(y) =02(y)}

. Pokazemy (i to zakonczy dowdd), ze zbiory W oraz H \ W sa otwarte w przestrzeni H.

Ustalmy yo € H

e A, Ve Ady: ye WeNWy

O~ (Wy) jest podzbiorem otwartym przestrzeni R™ i ®~1(yy) € U C &~ (Wy)
U C R™ - zbiér wypukty (np. kula), @ 1(y) € U C @1 (Ws)

q)o =

U’ Vo = ’\11*1(<I>(U))

Dy, Uy € My
We N Wy = ®(U), gdzie ®(U) jest zbiorem spdjnym (jako ciaglty obraz zbioru sp6jnego)

3, = s v (] = (H))

Jezeli Yo € W7 to [Hy0]$0 = [Hyo]i = Ul(yo) - 02(y0> - [Hyo]i = [Hyo]ql07 a zatem
Vo [HJP # [HY
) ~—— N——

yed®(U
1)y [H)Y
N—— N——

a1 (y) o2(y)

a stad ®(U) C H \ W, tak wiec ®(U) jest zbiorem otwartym (w powierzchnii H) zawartym w
zbiorze H\ W i yo € ®(U). Dowodzi to, ze H \ W jest zbiorem otwartym.

O

Whiosek 2.4.2. Spdjna powierzchnia orientowalna ma doktadnie dwie orientacje.

Dowad.
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1. Niech o7 bedzie orientacjg powierzchnii spojnej H, a o9 niech bedzie takg funkcjg, ze

B, /Ry, = {01(y),02(y)} dlay € H

Wedtug twierdzenia 2.4.4 funkcja o, jest orientacja.

. Yo € H oraz niech o bedzie orientacja

o(yo) = 01(yo) lub o(yo) = o2(yo)

Jezeli o(yo) = 01(yo), to na mocy twierdzenia 2.4.5 o = oy, jezeli jednak o(yo) = 02(yo), to 0 = 09
na mocy twierdzenia 2.4.5, zatem mamy tylko dwie mozliwe orientacje.

]

Twierdzenie 2.4.6. Zalozimy, Ze powierzchnia H jest jednowymiarowa. Jezeli o: H — U BHy/RHy 1

yeH

s: H — RN sq takimi funkcjami, ze

v (0(y) € Bu,/ry, Ns(y) € oY) As(y)| = 1)

yeH

to o jest orientacjg powierzchnii H wtedy i tylko wtedy, gdy s jest funkcjg cigglq.

Dowod.

D)

1)

1.
2.

3.

w o

(Zalozenie) o jest orientacja powierzchnii H.
A - atlas regularny : Vv v (o(y) =[H,]*
silany <Yy (o) = [

Jezeli ® € Aiye W, to

s(y) € o(y) = [H,)T = {2 (@7 ()a: € [R];} = {ad(@7 (y))1: @ € (0,00)}

>0

(D (y))1
) = EO0)
|[2(P~(y))]
Jezeli ¢ € A, to S‘W jest funkcja ciagla (bo mamy atlas), zatem s jest ciagta.
P

(Zalozenie) s jest funkcja ciagta
Ustalmy dowolne yy € H

Poniewaz kazde dwa odcinki postaci (xg — 0, xg + ) sa dyfeomorficzne, wiec istnieje taki dyfe-
omorfizm ®: U — RY 7e U = (=46,6), ®(U) C H, ®(0) = yp, jest to mozliwe, poniewaz kazde
dwie kule sa dyfeomorficzne:

Wezmy K (z9,70) 1 K(0,7)

f(x)="2+ 20

Wykazemy, ze f(K(0,7r)) = K(zo,70)

»

|zl <

1f (@) = ol | = |[52]| = =[] < ro

» =
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Y € K(ZL‘O,T())
( —xOH = lly—mol| < o=

f(ﬁ(y—xo)) =z

Istnieje ®: Uy — RN

Yo € CI)()(U()) CH

P! (o) € Uo

ro>0 (5" (y0) — r0, 2 (y0) +1r0) C Up

@11 (—0,0) =R ®((—6,0)) = (P5 " (y0) — 0, 2" (0) + 70)
®,(0) = &~ (yo)

®y 0 O,

4. s(yo) € o(yo) C Hyy = Hao) = ¢'(0)(R)
%) Na mocy twierdzenia z powierzchnii stycznych.
5. s(yo) = ¢'(0)cr dla pewnego a € R
6. s(yo) = a®'(0)1
B(0)1 _ a(0)1
7 5(%0) = fany 1P $(W0) = ~faoyy
8. Zastepujac ewentualnie dyfeomorfizm & dyfeomorfizmem z —— &(—z) dla 2 € U mozemy

zatozy¢, ze

W= e
9. Jezeli x € U, to
s(®(x)) € o(®(2)) C How) = ¥'(2)(R)
s(yo) = ad'(z)
10. Istnieje e: U — {—1,1}, ze

= &e\x (I)(x)l ar
s(o(@) = ela) gy dlaw € U

11. € jest funkcja ciagla

l.zeU
2. @y,...,0n: U = R, ze O(x) = (P1(x),...,Py(z)) dlaz e U

3. @) = |3 (@(2))? dlazel

J=1

>0 bo to dyfeomorfizm

4. jE {1,,N} CI)]‘(ZE()) 7é0
5 Uy = {z € U: ®(x) # 0} jest zbiorem otwartym i zy € Uy
G
6. (P = N
S]( (.T)) |<D/(ZE)]_| ](‘r)
j—ta wspoélrzedna ”stary sens”
ciagta

(®(x))
S T
7.e=— > |®'(x)1| dla x € U,
£ (2) |®'(z)1] dla x 0
——
ciagta, klasy C!
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8. E‘Uo jest funkcja ciagta.

9. ¢ jest ciggta w punkcie xg
12. Poniewaz £(0) = 1, wiec e(x) = 1 dla € U - zbioru spdjnego
O(2)1
|©(2)1]
14. Jezeli x € U, to

dlax e U

13. s(®(x)) = e(x)

a zatem

15. [Ho))S = o(®(z)) dlaz € U

16. Dowiedli$émy tym samym, ze istnieje taki atlas regularny A € My, ze

vV v ([H)?=0))

decA yeWs

17. o jest orientacja powierzchnii H

63

]

Whiosek 2.4.3. Jednowymiarowa powierzchnia reqularna H jest orientowalna wtedy i tylko wtedy, gdy

istnieje taka funkcja s: H — RN, Ze

1) (S) s(y) € H, i|s(y)| =1 dla kazdego y € H

2) Jezeli s jest funkcjq ciggle o wlasnosci (S), to funkcjay — [s(y)], y € H jest orientacjq powierzchni

H.

Uwaga 2.4.4. Jezeli X jest n-wymiarowq podprzestrzeniq liniowq przestrzeni R ¢y € R,

vo L X, |yo| =1 oraz
(X]4 = {(a1,...,a,) € Bx: (yo,a1,...,a,) € [R"™]}

[(X]_ :={(ay,...,a,) € Bx: (—yo,a4,...,a,) € [R*"]_}

aL N...N\Nay
lag A ag|

Dowdd.
I) 1. Niech (ay,...,a,) € Bx bedzie takim ciagiem, ze *)
(Yo, a1, ...,a,) € [R™H,

*) Jezeli (a1, ...,a,) € Bx i (yo,a1,...,a,) & [R"™]., to (yo, —ay,...,a,) € [R"],
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2. Jezeli (by,...,b,) € By, to
Rn+1
—~~
(b1,...,bn)Rx(ay,...,an) < (Yo,b1,...,bn) R (yo,ai,...,a,) (takie same wyznaczniki)
<~ (yo, bl, R 7bn) S [Rn+1]
< (by,...,by) € [X]s
3. Pokazalidmy, ze [X]+ € Bx/ry
4. Zastepujac yo przez —yo stwierdzamy, ze [X|_ € Bx/gry
5. (X)) £ [X]-
6. Bx/r, = {[X]+ [X]-}
I 1. =
Niech (ai,...,a,) € Bx, (a1,...,a,) € [X]+
ar N\ ... N\ay
9. yi= AN NG
lag A A ay|
AN ag)?
3. Detly,ay,...,an] =y- (a1 A... Nay,) = ||C;11/\“./\(;J| =lay A...ANay| >0
4. (y,ai,...,a,) € [R"]
5.y La;dlaje{l,....,n}
6. y Lxdlare X
7.yl X
8. |yl =1
9.y = yo Vy = —yp - drugi przypadek odpada, bo porownujac z podpunktem 4 mieliby$my
(=yo, a1, ..,a,) € [R"™], a to przeczy temu, ze (ai,...,a,) € [X];
10. vy =wo
L= aAN...Na
Zaktad = -
aacatiy fo lag A .. A ay|
2. Detlyp, a1,...,a,] =yo - (a1 A ldots A a,) = |ay A ldots A a,| >0
3. (yo,a1,...,a,) € [R"],
4. (al, c. ,O,n) € [X]+
]

Twierdzenie 2.4.7. Zaléimy, ze H C RY jest powierzchniq (N — 1)-wymiarowq dla N > 1. Jezeli

o: H— U BHy/RHy im: H— R" sq takimi funkcjami, ze
yeH

e (N1) m(y) jest wektorem normalnym do powierzchnii H w punkcie vy,

o (N2) |M(y)| =1 dla kazdego y € H oraz

o (N3)o(y) ={(a1,...,a,) € By,: (m(y),a1,...,a,) € RV}

dla kazdego y € H
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to o jest orientacjg powierzchnii H wtedy i tylko wtedy, gdy m jest funkcjqg cigglq.
Dowdd.

I) 1. Zalézmy, ze o jest orientacja powierzchnii H
2. A C My: atlas regularny
v Vv
PecA yeWs

3. Jezeli® € Aiye Wy, to

(@27 (W), -+ Pv—1(27H () € [H,)} = o(y)

a zatem
(m(y)7 @H(CI)_l(y)), < ,CI)|N_1(CI)_1(y))) € [RN]+

4. Jezeli ® € Aiy e Wg to wedlug uwagi 2.4.4

B D (D Hy) A APy (P (y))
™) = B @ T () A A B (@ (y)]

5. Jezeli ® € A, to funkcja m’w jest ciggta.
o

6. m jest funkcja ciagta.
I) 1. Zakladamy, ze m jest funkcja ciagta.
2. Yo € H
3. ®: U — RN - dyfeomorfizm, U = K(0,6), ®(U) C H, yo € ®(U)
4.
) — IO A A D (7))
[ (DY) Ao APv—1 (@7H(y))]
lub . .
m(yo) = — P (P (y) A APy (P (y))
[P (@) A AP v1 (D71 (y))]
5. Zastepujac ewentualnie dyfeomorfizm ® dyfeomorfizmem (z1,...,2y-1) — ®(—21,29,...,2N_1)
gdzie (z1,...,xy-1) € U mozemy zaltozy¢, ze
P (DY) A APy (7
m(yo) _ \1< (y)) N 1( (y))

B D11 (DL (y)) A= AP N_1 (P H(y))]

6. Jezeli x € U, to

gdzie e € {—1,1}
7. € jest funkcja ciggly.
1. 2 €U
2. w)=dp(@)N--ANPy_q(x)dlazeU

3. wi,...w,: U—R

w(z) = (wi(x),...,wy(x)) dlaz e U
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4. my,...,m,: H - RN

m(y) = (my(y),...,my(y)) dlay € H

m(B(z)) = e(z) 22

Poniewaz w(xg) # 0, wiec w;(zg) # 0 dla pewnego j € {1,..., N}
Up={x € U: wj(x) # 0} jest zbiorem otwartym i zo € Uy

m; =e(x )Iw:v)| dlax e U

e(z) = "2 |w(w)| dla = € Uy

© N o o

10.
11. € jest funkcja ciggla w punkcie z.

g|  jest funkcja ciggly.
Ug

12. € jest funkcja ciggla.
8. V (e(x)==1)lub V¥ (e(x)=1)

9. 2(0) =1 )
10. xZ’U (e(z) =1)
11. m(®(z)) = Q@) A A By (@) dlazeU

[P (z) A APy ()|

12. (@), ..., Dy1(2)) € [How]® dlaz e U

13. (m(®(2)), c1>|1( ©),..., ®_1(z)) € [RY], dlaz € U.
14. (0 (x), ..., py_1(2) € o(®(x)) dlaz € U

15. [Howm)]? a(CD(:U)) dlaz e U

16. Poniewaz punkt yy € H ustaliliSmy dowolnie, wiec wykazaliSmy tym samym, ze istnieje taki
atlas regularny A C My, ze

PcA yGY/[ﬂp (J(y> - [Hy]i)

]

Whiosek 2.4.4. Jezeli N > 1, to (N — 1)-wymiarowa powierzchnia gladka H C RY jest orientowalna
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje funkcja ciggla m: H — RY spetniajgca dla kaidego y € H warunki
(N1) i (N2); jezelim: H — RY jest funkcjq cigglq spetniajocq dla kazdego y € H warunki (N1) i (N2)

to funkcja o: H — U BHy/RHy okreslona wzorem (N3) jest orientacjg powierzchnii H.
yeH

Dowéd.
1. Zaktadamy, ze H jest orientowalna i niech o bedzie orientacja tej powierzchnii.

2. Wedtug uwagi 2.4.4
BHy/RHy = {[Hy]—a [HZ/]+} dla y e H

3. Istnieje taka funkcja m: H — RY, ze dla kazdego y € H spelnione sa warunki (N1) — (N3).

4. Wedtug twierdzenia 2.4.7 funkcja m jest ciggta.
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2.5 Wzory Gaussa-Ostrogradzkiego, Greena-Riemanna i kla-
syczny wzor Stokesa - krétka informacja

Zamieszone w skanach zataczonych do wyktadu nazwanych DD1. jpg i DD2. jpg

Podziekowanie

Serdecznie chce podziekowaé za udostepnianie notatek Paulinie Koniarek oraz Klaudii Koczwarze za
rozwiewanie watpliwosci ©.



Rozdziat 3

Konwersatorium

Zad.1

Tres¢. Jezeli funkcja f: U — Y jest roziniczkowalna w punkcie xo € U, to ma ona w tym punkcie
pochodng kierunkowq w kierunku kazdego wektora a € X oraz V,f(xo) = f'(xo)a

Rozwiazanie. Rozpoczniemy od rozwazenia postaci ilorazu z definicji pochodnej kierunkowej (Def.
1.4.1). Poprzez kilka prostych przeksztalcen wykazemy, Ze pochodna kierunkowa istnieje. Oczywiscie
skorzystamy z faktu, zZe funkcja jest rozniczkowalna.

f(xo +aa) — f(xo)  f(zo+aa)— f(ze) f'(wo)aa | f'(zo)aa

— - + =
_ J(wo+ aa) — f(zo) — f'(x0)a n f'(@o)aa
a e!
_ flzo+aa) - faﬂfo) — J'(w)aa F(zo)a =
_ oo +a0) = fan) = o)) -floal] |
a - ||aall
_ Jwo+ aa) — fzo) — f'(wo)oa ||aal] + f(zo)a =
laal| a ’
_ f(zo + aa) — f(zo) — [(wo)aa ||oall + flzg)a =
loal oLk
@0 o stala — f'(z0)a
—0
= ['(zo)a

Zatem pochodna kierunkowa istnieje i wyraza sie wzorem V. f(xo) = f'(xo)a

Zad.2

Tresé. Funkcje f,g: R* — R okreslone wzorami

2 egeli x, 5
f(x,y) = W g(z,y) = { Sw j’ez’eli Em z; i Eg 8;

majq w punkcie (0,0) pochodng kierunkowq w kierunku kazdego wektora przestrzeni R?, funkcja f nie
jest w punkcie (0,0) rézniczkowalna, a funkcja g nie jest w punkcie (0,0) ciggla.

68
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Rozwigzanie.

e Pochodna kierunkowa funkcji f w punkcie (0,0)
Ustalmy wektor [z,y] € R2
. f0,0) + a(z,y)) — f(0,0
Vi f(0,0) = limg LU0 0 (@) = F0.0)

a—0 o

a—0 (6]

ST T P

EETER
oo + )
ety
ATIP _

(07

= lim

a—0

= lim
a—0

= 1l1m

e Pochodna funkcji g w punkcie (0,0)
Ustalmy wektor [a,b] € R?

V[a b]g<0 O) — lim g((07 0) + Oé((l, b)) B 9(07 0) —

a—0 o
. glaa,ab
= lim (aa, ad) =
a—0 6]
i 1 atabd
= 1m-- --—- =
a—0q  o2a? + abbhs
, aab?
=lim ——— =

a—0 a? + atbb

o [unkcja f nie jest rozniczkowalna w punkcie (0,0)
Zalozimy, ze funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie (0,0).
Obliczmy wartosé pochodnej kierunkowej w kierunku wektoréw [1,0] i [0, 1] w punkcie (0,0)

Vi f(0,0) = V13 + 03 =1 = V03 + 13 = Vg1 /(0,0)
Skorzystajmy z zadania 1, z niego wiemy, ze

vV Vaf(zo) = f'(z0)a

a€cR?

2=1+1= v[1,0]f(07 O)+v[0,1]f<07 O) = f/(O, 0)(17 0)+f,(07 0)(07 1) = f/<07 O)(17 1) = v[1,1].]0(07 0) =
_YFAT= 3

Ale 2 # /2 - sprzecznosé, sted f nie jest rézniczkowalna w punkcie (0,0).

e Funkcja g nie jest ciggla w punkcie (0,0)
Skorzystamy z definicji cigglosci Heinego, pokazemy, zZe istnieje taki cigg, ktorego argumenty zbie-
gajq do (0,0) ale wartosci nie zbiegajg do g(0,0) = 0.



ROZDZIAL 3. KONWERSATORIUM 70

Wezmy cigg (%, %) Cligg ten zmierza do zera, a co z granicq ciggu wartosci?

n=00 n—00 = n—00

1 1 . L 1

. 3 . . 6

lim g(—,— ) = lim =—"- = lim = lim & = —
37 1 ) ) ) 2
nen s n®

Jak widaé mamy zbieganie do wartosci L, a nie do 0, zatem funkcja g nie jest cigglta w punkcie

(0.0) :

Zad.3

Tresé. Jezeli rzeczywista funkcja f okreslona na podzbiorze otwartym zespolonej przestrzeni unormowa-
nej jest rézniczkowalna w punkcie o, to f'(xo) = 0.

Rozwigzanie. Ustalmy X - przestrzen unormowang, zespolong oraz U C X - zbior otwarty. Niech
ponadto f: U — C bedzie takq funkcja, ze f(U) C R (zbior wartosci funkcji jest podzbiorem liczb
rzeczywistych, zatem funkcja jest rzeczywista tak naprawde). Zatéimy, ze f jest rézniczkowalna w punkcie
xo € U. Wtedy poprzez pochodng rozumiemy odwzorowanie f'(xg): X — C. Jednak warto$ci pochodnej
naprawde rowniez bedqg leze¢ w R, gdyz na mocy zadania 1

f(zo+ ah) — f(xo)

«

eR

f'(xo)h = Vi f(xg) = }}L%

Przyjmijmy teraz, ze naszym pierwotnym kandydatem na pochodng jest odwzorowanie A: X — C (li-
niowe nad C). Pamigtajmy jednak, ze wyzej pokazalismy, zZe A(U) C R. Z liniowosci nad C wynika,
ze

Aaz)=alA(z) ¥V a€C

zelU

Gdy weZmiemy o = 1 mamy jednak
A(iz) =iA(z) e R= A(z) =0

Zatem wartosé pochodnej moze wynosi¢ tylko 0.

Zad.4

Tresé. Funkcja f: C — C okreslona wzorem f(z) = |z|? jest réiniczkowalna tylko w zerze.

Rozwigzanie. Najpierw sprawdimy rézniczkowalnosé w punkcie z = 0. Mozemy skorzystaé z zadania
3, gdyz nasza funkcja mimo, Ze idzie w C to tak naprawde jest rzeczywista i przy tym okreslona na
zespolonej przestrzeni unormowanej. Jesli pochodna bedzie istnie¢ w punkcie z to must by¢ ona rowna
0. Rozpiszmy iloraz réoznicowy.

lim L0 ) = /(0) =0 :hmwzlim|h| =0

h—0 |h h—0 |h| k=0

Zatem w punkcie xg nasza funkcja jest rozniczkowalna.
Teraz rozwazmy sytuacje, gdy z # 0 i zatdzmy, ze w takim punkcie nasza funkcja tez jest rozniczkowalna.
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Oczywiscie jak powyzej pochodna musi wynosi¢ wtedy 0.

flz+h)—f(z) -0

0= jim 7] =
bR
T hS0 |h)| o
— lim (z+h)(z+h) -2z _
h—0 |h|
i (z+h)Z+h)—2z _
h—0 |h|
. 2Z+zh+Zh+hh — 2%
= lim =
h—0 |h|
_hmzﬁ+§h 'm@—
h—0 ’hl h—0 ‘h‘ o
i AR AP
e A =0 |h|
= lim ch + zh + lim |h| =
h—0 |h| h—0
—0
~ im zh +Zzh
oo |h

0 = lim =z+4+7Z
T
Wartosci naszej funkcji sq rzeczywiste, zatem 0 = z 4+ Z co daje, ze Z = —=z.
Wtedy jednak _ _ B
0—1i zh + Zh , zh—zh . z(h—h)
=lim ——— = lim ———— = lim ————=
h—0  |h| h—0  |h| h—0  |h|

Punkt z byt rozny od 0, zatem wynika z tego, zZe ponizsza réwnosé ma byé prawdziwa

. h—nh
T

Lecz biorge h = ih 1 podchodzgc do 0 z prawej strony zauwazZamy, ze

. ith—ih . —ih —1ih . —2ih
0= lim = ——— = lim =

- = lim -2
h—ot  |ih h—0+ h h—0t+ h

71

Doszlismy zatem do sprzecznosci, a stgd wnioskujemy, Ze nasza funkcja jest rozniczkowalna tylko w zerze.
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Zad.5
Tresé. Jezeli norma ||-|| jest rézniczkowalna w punkcie xqg to xo # 0, ||| (xo)zo = ||z0ol]| HHH’(QEO)H =1
Rozwigzanie.
Na poczgtku przyjmigmy oznaczenie f(x) = ||x||.
e 70 #£0

Aby to pokazaé znow postuzymy sie faktem z zadania 1 dotyczgcym pochodnej kierunkowej. Roz-
poczniyymy od jej policzenia w punkcie xo = 0.

fxo+ah) = fzo) _ [I0+ahf[ = [[0]] _ [leh]| _ [of- |4l _{ —[[n]] @ € (=00,0)

Vi f (o) = - o o a LMl ac(00)

Zatem dla h # 0 przy przejsciu go granicy uzyskamy dwie granice, zatem w tym punkcie nie istnieje
pochodna kierunkowa w kierunku wektora h, a zatem w punkcie xo = 0 nie istnieje pochodna 1
funkcja nie moze byé w tym punkcie rozniczkowalna.

o |- I["(2o) = o

Zatozmy, ze funkcja f jest roziniczkowalna w punkcie xg # 0 i rozpiszmy iloraz réZnicowy w tym

punkcie.
0 = Jim £ Fo 1) = F(20) = F'(wo)h
h=0 |7

Podstawmy h = axg i zmierzajmy z « do 0 z prawej strony (mozemy, bo zalozZylismy, Ze granica

istnieje, zatem musi byé réwna granicy prawostronnej)

(o + awo) — f(xo) = ['(wo)(awg) _

0= lim
a—0+ ||cexol|
_ iy @0+ axo) = flwo) — af(wo)re _
a—0t OéH.foH
_ iy (@0t azo) = flwo)  f(zo)2o
a0+ af|zol| [|ol|
Przeniesmy ! /|(|iz)||z° na drugq strone otrzymugjgc w ten sposob
f'(wo)z0 ~ lim f(zo + azg) — f(xo) _
[lzol| a0t a|zol|
o Dl =il _
a—0t OéonH
o 0 )l — ol
a—0+ al|xol|
o (el llmll
a—0t O./||[E0||
1 -1
= lim 7( +a) =
a—0t o
= lim = =1

a—0t v
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Uzyskalismy w ten sposob
f'(@o)zo _ [lzol["xo
[|2zo]] ||zol|

Przemnazagjgc przez ||zo|| mamy to co cheielismy

=1

[1zol["z0 = [[oll

o |l II@o)|| =1

Pokazemy, Ze ||f'(xo)|| < 1 oraz ||f'(zo)|] = 1 co w sumie da nam réwno$é. Korzystajac z pod-
punktu poprzedniego mamy

[lzol| = [1f"(o)wol | < [1f(zo)] - [|oll
Dzielge obustronnie przez ||zo|| dostajemy
L< [ (o)l
Drugq nieréwnosé pokazemy stosujgc (kolejny juz raz) pochodng kierunkowg.

f/(l'o)h = Vif(wo) =
f(xo + ah) — f(wo)

= lim =
a—0 o

iy Lo abll = ol _
a—0 o

< iy lzoll - llall = lfzol]
a—0+ Q@

= lim M =
a—0t

= 1 AWy

Uzyskalismy zatem

f'(@o)h < ||h]]

Zauwazmy ponadto, zZe
—f'(@o)h = [|[(=h)[| = |||

Co daje nam nieréwnosé na modul (czyli norme w przeciwdziedzinie)
|/ (o) | < [[A]]
Przechodzgc do kresu gornego i korzystajgc z postaci normy operatora uzyskujemy

1/ (o)l <1

co konczy dowad.
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Zad.6

Tres¢. Norma w przestrzeni zespolonej nie jest rozniczkowalna w Zadnym punkcie.

Rozwigzanie. Niech X jest przestrzenig unormowang, a || - || jest normaq w tej przestrzeni. Zaléimy,
Ze || - || jest rézniczkowalna w punkcie xg € X. Wtedy z zadania 3 wiemy, ze || - ||'(zo) = 0, lecz na mocy
zadania 5 wiemy z kolei, ze xo # 0 oraz || - || (zo) = ||xol|. Zatem lgczqc ||xo]| = 0 - sprzecznosé, bo Zeby

tak byto to x¢ = 0.

Zad.8

Tredé. Norma w przestrzeni I' nie jest réiniczkowalna w Zadnym punkcie

Rozwiazanie. Naszq przestrzeniq jest (11, || - ||). Mamy do rozpatrzenia dwa przypadki, gdy nasze ciggi
sq okreslone nad ciatem liczb zespolonych C i nad ciatem liczb rzeczywistych R. Przypadek dla liczb
zespolonych mamy zalatwiony od razu na mocy zadania 6, ktére mowi nam, zZe norma w przestrzeni
zespolonej nie jest rozniczkowalna w zZadnych punkcie, zatem pozostaje przypadek rzeczywisty.

00
($N)N6N:I'€l1<:>$ERNA Z |(L’N|<OO
N=1

Przypusémy, ze funkcja jest rozniczkowalna, a kandydatem na pochodng jest funkcja ¢: 1y — K, gdzie
K = C (ale tak naprawde R), gdyz mamy doczynienia z normgq. Zatem tak naprawde poszukujemy funkcjo-
natu liniowego i cigglego. Jedynym kandydatem na taki funkcjonal (na mocy odpowiedniego twierdzenia
np. z ksigzki Musielaka tw.18.2) jest odwzorowanie postaci

e(h) = Z anhy,
n=1

gdzie (ap)nen jest ciggiem ograniczonym (wtedy mamy szereg zbiezny), a (hy)nen € 1. Wiedy tez powin-
nismy miec
Z ‘xn + hn| - Z ’xn’ - Z ap o,
e hll = el = oh) &
[|A]] ||A]]

Na mocy ograniczonosci ciggu (a,)nen mozemy wybrac Scisle rosngcey podcigg (Mg, )nen liczb naturalnych,
Ze ciqg ap, bedzie zbieiny (powiedzmy, Ze do pewnego g). Nastepnie ustalmy liczbe k € N i zdefiniujmy

hn:{ 0 n#my

a n=my

0

Wtedy wracajge do naszego wyrazenia mamy wstawiajgc postac h,, okreslong wzorem powyzej

o0 0 [e%¢) o0 [e’e]
Z|xn+hn|_2|xn|_zanhn Z |l’n|+|l’mk+04|—2|l’n|—0é(lmk
n=1 n=1 n=1 n=1

= _ nFEmMy
[|A]] |af
_ |xmk + a| B |Imk| — Qlmy a—0

el

0
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Teraz skorzystamy z faktu, Ze zalozylismy, Ze przy a — 0 wyrazenie zmierza do 0. Zastosujemy definicje
granicy.

Ustalmy € > 0 @ dobierzmy o tak, zZe VY
hely

n=1 n=1 n=1

— <
]| e

0<||h|| <6 =

Po zastosowaniu postaci h, mamy

|xmk + O“ — |xmk| — Oy,

|

0<|lof| <6 = Vv
keN

X

Ustalmy teraz o € [—0,0] \ {0} (tak aby spetniony byl poprzednik implikacji). Wtedy

|'ka + a| B |'ka| — Qlm,

|

keN

Przejdimy z k — oo korzystajgc przy tym ze zbieznosci ciggu a,,, do g.

la] — ag
g
(e}
ol _ |
S
e}

Rozwazmy dwa przypadki

e a€(0,0)
1—g|l<e=g=1

e a€(—4,0)
|—1-ygl<e=yg=-1

Zachodzi to dla kazdego e, zatem mamy zbieznosé do dwdoch granic, sprzeczno$é. Stgd norma w ly nie
jest rozniczkowalna w Zadnym punkcie.

Zad.9

Tresé. Jezeli —o0o < a < b < +00, a funkcja ¢: [a,b] — R jest ciggla, to funkcja f: C([a,b]) — R
okreslona wzorem

jest rozniczkowalna oraz
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Rozwigzanie. Na poczgtku sprawdzimy czy funkcja, ktora jest kandydatem na pochodng spetnia jej
zatozenia czyli wykazemy liniowosc i cigglosé odwzorowania. W tym celu ustalmy x € C([a, b)) i okreslmy
funkcje

A: C([a,b]) = R

AR =2 / " o(O(Oh() dt

Dla tego odwzorowania sprawdzimy wspomniang liniowos¢ i cigglosé

e Liniowosé
Ustalmy elementy h,k € C([a,b]) oraz o € C.
Addytywnosé:

a a

= A(h) + A(k)
Jednorodnosc:

Alah) = 2/ Hah(t) dt = a - 2/ c(O)(1) dt = aA(h)

e (Cigglosé
Skorzystamy z tezy twierdzenia z zadania 19, ktore mowi, ze jesli norma operatora na arqgumentach
jest szacowana przez tloczyn norm argumentow pomnozony przez statqg ¢ to odwzorowanie jest ciggle
(normq operatora na arqumencie h w naszym przypadku jest modul, bo jestesmy w R). Ponadto
warto wspomniec, ze ||h|| = supe(,y |A(t)] dla h € C([a, b]).

IAR| =2 /abgo(t):c(t)h(t)‘ dt <

<2 [ Ity (h(n)] di =
— o [ ()] - [2(t)] - |h(1)] dt <

<Inl2 [ o) (o) d

stale wzgledem h

Zatem obralismy dobrego kandydata na pochodnq, teraz sprawdzimy czy iloraz réznicowy z tym kandyda-
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tem zbiega do 0 przy h — 0

P ) - an | o0 G+ b)) de— [ eleee? de -2 [ eeon)

[|A] [|A]

7

[ P00 + 2600 (1) + OB — (0)2(0)? — 20(0ha(0)h(e)

Al
b 2 b 2

[ ewner ) [ e n)R dt
7] Al
b

112 [ () at ;

< a = || ()] dt =% 0

b Iall [ (o)

Zatem odwzorowanie A jest pochodng.

Zad.15
Tresé. Funkcja f: R? — R okreslona wzorem

{ (2% + ) sin ﬁ, jezeli (z,y) # (0,0)

fla,y) = 0, jezeli (x,y) = (0,0)

jest rézniczkowalna w punkcie (0,0), ale pochodne czgtkowe pierwszego rzedu tej funkcji nie sq ciggle w

tym punkcie.

Rozwigzanie.

e Rozniczkowalnosé w punkcie (0,0)

Zalozimy, ze kandydatem na pochodng w punkcie (0,0) jest 0, rozpiszmy iloraz réznicowy i sprawdz-

my czy rzeczywiscie wybraliSmy dobrego kandydata.

2 2\ . o 1
J(0.0) + () = 0,00 =0 _ i +1) sgg - pomms

[[(ha, ho)l| Vh?+ h3

e Pochodne czgstkowe

(h1,h2)—(0,0)
0

(h1,h2)—(0,0)

0

Wystarczy, zZe policzymy pochodng czgstkowq ze wzgledu na zmienng x, pochodna ze wzgledu na

y bedzie analogiczna ze wzgledu na postacé funkcji.

1 —2x

2, 2
+ (27 +y°) COSxQ—Hﬂ 1 )

f\l(x7y) = 2x - sin 72 +y2

= 2x -sin

1
2% - COoS W

x? + y? B

x? + 92

Wykazalismy istnienie pochodnej czgstkowej dla punktéow (z,y) # (0,0). Dla punktu (x,y) = (0,0)

musimy wykazac istnienie z definicyi.
,0) — (0,0 22 - sin &
f(z,0) — f(0,0) i 2

xT z—0 €T z—0

—0

=lim z -
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o (Cligglosé w punkcie (0,0)

W celu zaprzeczenia ciglosci w punkcie zastosujemy definicje ciggtosci Heinego. Ustalimy cigg
argumentow zbiezny do O 1 pokazemy, zZe cigg wartoSci nie jest zbieiny do wartosci pochodnej
czastkowej w punkcie (0,0) réwnej 0. cigg, ktory wybierzemy to (ﬁ,ﬁ) Wstawmy go do

postaci pochodnej czgstkowej © zobaczmy do czego dojdziemy przy n — Q.

1 1
1 1 1 1 2 5mm S o
hloF7m—=5—=—]=2" - sin —— 3 — 5 2\/ﬁ -
2ymn; 2ymn 2ymn (v + (/=) (77=) + (37=)
1 : 12
—— + COS 24TN
:7~Sin2ﬁn—%:
VTN 0" py—
1
= Y™ 9/ 2 oo

‘ -

2mn

Zatem cigg wartosci nie zbiega do wartosci pochodnej czqstkowej w punkcie (0,0) i przeczy w ten
sposob cigglosci w tym punkcie.

Zad.19
N
Tresé. Odwzorowanie N-liniowe A: X X; — Y jest ciggle wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka stala
j=1
ce0,00), ze
N N
A(z1, .. zn)|| < c ]|zl dla (x,...,28) € X X;
j=1 Jj=1

Rozwigzanie. W celu udowodnienia tezy musimy udowodni¢ dwie implikacje.
(=)
Zaktadamy, ze A jest funkcjq ciggla. Rozpiszmy cigglosé z definicji Cauchy’ego (w zerze).

vV 3 4 (z1,...,2n)|] <0 = ||A(z1,...,2n)|]| <&
20850 (21,....zx)ex, X;

Ustalmy € = 1 1 dobierzmy 6 > 0, mamy wtedy

|(z1,...,2n)|| <0 = ||A(z1,...,2n5)]| <1

(:cl,...,xN)EX;\[:l X

N
Musimy znalezé punkt spelniajgcy poprzednik implikacji. Zatem zalézmy, ze (x1,...,x,) € X X, gdzie
j=1
x; # 0 dla wszystkich i € {1,... N} (gdyby choc jedna wspdtrzedna byla zerem to uzyskalibysmy to chce-
TN

T > 0
.l lznll) VN

. Sprawdzimy

my z automatu). Niech naszym kandydatem bedzie punkt postaci (

jego norme.

H (thr“" um) JSNH B \fﬁ | J (HH)** (HZH) - jN V=
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Punkt spetnia poprzednik implikacji, wyliczmy zatem norme odwzorowania A na tym punkcie.

HA<\;N<I|2||’ ||xN||>>H H (mmn meH)H - ”/Tifh’” mH“

Przemnazajgc obie strony przez

Ml - - flan]| otrzymujemy

5
\/NN

\W_/
c

N
|A(zy, .y H ;51|

Pora na dowdd z prawej strony w lewgq.
(=)

N
Ustalmy ¢ > 0 takie, ze ||A(z1,...,zn)|| < c [ [l=;]]-

N

Ponadto ustalmy (x1,...,xN), (Y1, ...,yn) € X Xj. Oszacujemy norme roznicy funkcji A na tych punk-
j=1

tach.

||A(‘:C17"'7xN) _A(Z/h,yN)H < HA(.’L’l,,QZN) _A(y17x27"'7xN)|| +
+ A1, 22, on) — Ayn, v, 23, 2n) ||+ AW, - yv— on) — Ay, - uw)|] =
— ||A(l'1 _ylaan"'ny)H + ||A(y17x2 _y27x37"'7'rN)|| ++ ||A(y17°"ayN—17xN_yN)|| <

(Y1, yN)—= (21,0, TN) 0

=cler =l - Nl - oo Mlonll -+ el - Hlywaall - ey =yl
Zad.20
N
Tresé. Jezeli A: X X; =Y jest cigglym odwzorowaniem N -liniowym, to
j=1
N N
o [|A(zy,....zn)|| <A ] llzjl] dla (z1,...,28) € X X;
j=1 J=1

N
o ||Al] = sup{||[A(z1,...,2n)||: (21,...,2Nn) € X X;, |lzj]] < 1 dlaj e {1,...,N} oraz (jezeli
=1
N
o ||Al] = sup{||[A(z1,...,2n)||: (@1,...,2n) € X X;, |lz;]] =1 dla j € {1,...,N} oraz (jezeli
j=1

Rozwigzanie.
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Zad.21
N
Tresé. Funkcja, ktora kazdemu ciggtemu odwzorowaniu N -liniowemu A: X X; — Y przyporzedkowuge
j=1
liczbe ||A|| okreslong wzorem
N
(x)  [IA[l = inf{c € [0, 00): v (IAGey, - o) < e T 51D}

(@1, n)EXI ) X

jest normg w przestrzeni liniowej L(Xy, ..., Xn;Y). Jezeli Y jest przestrzeniqg Banacha, to L(Xy, ..., Xn;Y)
z normgq okreslong wzorem (x) tez jest przestrzeniq Banacha.

Rozwigzanie.

Zad.22

Tresc¢. Jezeli X1, ..., XN sq przestrzeniami skonczenie wymiarowymi, to kazde odwzorowanie N -liniowe

N

A: X X; =Y jest ciggle.
j=1

Rozwigzanie.

Zad.25

Tresé. W przestrzeni liniowej C([0,1]) rozwazamy norme catkowq
1
lell = [ la(®)| dt dia € C([0,1)
Odwzorowanie A: C([0,1]) x C([0,1]) — R dane wzorem

Alwy) = [ 2le)u(e) di
jest dwuliniowe 1 ciggle wzgledem kazdej ze swoich zmiennych, ale nie jest ciggle.
Rozwigzanie. Na poczgtku pokazemy, ze A jest odwzorowaniem dwuliniowym. Musimy pokazac, Ze
Az + az,y) = Az, y) + al(z,y)

oraz
Az, y + az) = Mz, y) + al(z, 2)

dla x,y,z € C([0,1]) oraz o € R.
Latwo zauwazyé patrzgc na funkcje A, Ze wystarczy pokazac jeden z tych warunkow, a drugi bedzie
symetryczny. Zajmigmy sie pierwszym. Ustalmy x,y,z € C([0,1]) oraz a« € R

Az +az,y) = / l(x +az)(ty(t) dt =

= )+ az(t)]y(t) dt =

= )+ az(t)y(t) dt =

— ) dt + a /0 Lty dt =
= A(rc y) + aA(Z Y)
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Wiemy zatem, ze A jest odwzorowaniem dwuliniowym. Teraz korzystajgc z tego pokazemy, ze A nie jest
odwzorowaniem cigglym. Przypu$émy, Ze tak jest, wtedy na mocy odpowiedniego twierdzenia (zadanie
19) wiemy, ze

3 vV oA y)] < cllzf] -yl
>0 z,yeC([0,1])

Musimy znaleZé takie ciqgi funkcji ciggltych x,(t) i yn(t), ktore doprowadzq nas do sprzecznosci. Wezmy
zp(t) = t" = yu(t), wtedy

1
— _ 2n _
A (T, yn)| = |A(mn,xn)|—/0 £ = o

oraz

1 1
leall = [ 47 dt = ——
0 n-+1

Zatem jesli A jest ciggle zachodzi
1 1

<c¢o—
mt1 >ty

1 liczge dalej zauwazamy, zZe
2
n+1
(n+1)
2n+1
Przyn — oo widzimy, ze lewa strona dgzy do nieskorniczonosci, a zatem c musi byc nieskonczone, sprzecz-
nosc.

Na koniec pozostato nam sprawdzenie, ze A jest ciggle ze wzgledu na kazdg zmienng. Ustalmy w tym
celu y € C([0,1]), zauwazmy Ze
Afo,y): C(0,1]) — R

jest odwzorowanie lintowym. Podobnie jak przy zaprzeczaniu cigglosci tak 1 w tym zadaniu skorzystamy
z twierdzenia z zadania 19.

A o)l =| [ w0 df < [l @] de< [ ]2 de= [ o] de= M|

gdzie x € C([0,1]) oraz M = sup{|y(t)|: t € [0,1]} < o0
Dla drugiej zmiennej wygleda to symetrycznie, stgd A jest ciggle ze wzgledu na kazdg ze swoich zmien-
nych.

Zad.28

Treéé. Funkcja f: R? — R okreslona wzorem

Fo.g) = B4 jedeli (x,y) # (0,0)
; 0, jezeli (x,y) = (0,0)

ma w punkcie (0,0) wszystkie pochodne czqstkowe drugiego rzedu oraz f112(0,0) # fi21(0,0).
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Rozwigzanie. Pochodne czgstkowe wyliczymy “tradycyjnie” czyli najpierw zrozniczkujemy wyrazenie
ze wzgledu na zmienna pierwszq (x) oraz drugg (y) uzyskujgc w ten sposéb pochodne czqstkowe rzedu

pierwszeqgo.

(3z?y — y*) (2 + ) — (@y — ay®) - 22

f|1($,y) =

(% +y?)°
 Baly 4302t — 2%y — P — 2ty + 2%y
- (x2 +y2 2 o
_aly+datyt — P

(1’2 + y2)2

Zatem pochodna czgstkowa pierwszego rzedu wzgledem pierwszej zmiennej istnieje dla (z,y) # (0,0).
Dla punktu (z,y) = (0,0) musimy zastosowaé definicje pochodnej czgstkowey.

f(x,0) = f(0.0) . 0-0

x a—0 3
Analogicznie policzymy pochodng czgstkowq ze wzgledu na drugg zmienng.

(z° —3zy®)(2® +9*) — (@Py —ay®) -2y
(22 + 12)?
25 + 23y? — 323y? — 3zy? — 22%y% + 2zt B
(22 +y?)? B
4

f|2($,y) =

x® — 4x3y? — zy
(22 + y?)?

Zatem pochodng mamy policzong dla (z,y) # (0,0). Pochodng w (z,y) = (0,0) policzymy z definicji.
-0

f(0,y) — £(0,0) 0

= lim

0
Yy y—=0 3

f‘g((), O) = lim
y—0

Pochodne czgstkowe pierwszego rzedu mamy policzone, w identyczny sposob wyliczyé mogliby$Smy pochod-
ne drugiego rzedu czyli fii1, fii2, fl21, flzz - Funkcje te mozemy policzyé rézniczkujgc uzyskane pochodne
pierwszego rzedu wzgledem zmiennej x lub y (jednak w zadaniu nie jest to wymagane, widaé jednak, Ze
pochodne te dla punktow (z,y) # (0,0) bedq istnialy). Nas interesujq pochodne rzedu drugiego w punkcie
(z,y) = (0,0) i nimi si¢ teraz zajmiemy.

_ 1 f|1($,0)—f|1(0,0)_ . 0—0_
fin(0,0) = »”1011’% x - :lel—% 5 0
o Se(0y) = fp(0,0) 0 0-0
f122(0,0) = il_{% J — %E% = 0
0,9) — £ (0,0 -
f112(0,0) = lim fu(0.9) = fu(0.0) — lim ¥~ = —1
y—0 y y—0 y

5

&‘&
iN

f|2($70> B f\2(070> — lim

= — 1
x z—0 1

fo1(0,0) = limy

Stqd widzimy, Ze pochodne drugiego rzedu istniejq oraz fj12(0,0) # f21(0,0)
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Zad.36

Tres¢. Jezeli kwadrat normy jest funkcjqg dwukrotnie rozniczkowalng w zerze, to morma ta pochodzi od
tloczynu skalarnego.
Szkic: Stosujgc wzor Taylora stwierdzamy, Ze dla funkcji f bedgcej kwadratem normy || - || w przestrzeni

X mamy
1
gﬂwmww%ﬂWWdeeX

Rozwigzanie. Wskazéowka mowi nam, ze chcemy skorzystac z pewnego narzedzia z dziatu Wzor Taylora,
a dokladnie z wniosku 1.11.1. W naszym zadaniu n = 2,z = 0 oraz f(z) = ||x||?, na poczatek musimy

pokazac, Ze spelniony jest warunek
v f9(x0) =0
je{1,...,n—1}
czyli w naszym przypadku do wykazania mamy, e (|| - ||2)M(0) = 0, zatem policzmy iloraz réinicowy
przy zalozeniu, ze kandydatem na pochodng jest odwzorowanie zerowe.
o ORI~ 0" =0 _ .7

3 A = 3 1A

— lim [[A]| = 0
h—0

czyli zalozenie z wniosku jest spelnione - pierwsza pochodna w punkcie 0 jest rowna 0. Stgd wiemy, Ze

;!f(n) (xo)(h,...,h) = lim f(zo + ah) — f(xo)

a—0+ am

co przy naszych danych oznacza, Ze

L1 1P (0) (@ 2) = Tim

j a—0t o?
el
a—0t a2
el
a—0t o?
= ||z|[?

Oznaczmy A = (]| [|2)@(0) (czyli A(z,z) = L(||- )P (0)(z, z) = ||z]|*) Wykazemy teraz, ze spelniona
jest identycznosé rownolegtoboku co Swiadczyé bedzie, Ze norma pochodzi od iloczynu skalarnego.

llz +ylI” + llz = ylI* = 2(||=]]* + lly[*)
Ustalmy z,y € X

lz+ylP + e —ylP =A@z +y,2+y) + Az —y,z—y) =
= Az, ) + Az, y) + Ay, z) + Ay, y) + Az, z) — Az, y) — Ay, z) + Ay, y) =
=2A(z,z) + 2A(y,y) =
= 2||z|* + 2[Jy|]* =
= 2(||2* + [ly]*)

co konczy nasze zadanie i pokazuje, Ze rzeczywiscie norma || - || pochodzi od iloczynu skalarnego.
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Zad.38

Treéé. Funkcja f: R? — R okreslona wzorem
f(z,y) = 20° — 327 + 2> + 3y?

ma ekstremum lokalne tylko w punktach (0,—1),(1,0), przy czym w punkcie (0, —1) ma ona wlasciwe
maksimum lokalne, a w punkcie (1,0) wlasciwe minimum lokalne, ponadto f(R?) = R.

Rozwigzanie. Zadanie rozwigzemy wykorzystujgc wniosek 1.12.3. Na poczgtku musimy znaleZé takie
punkty x;, w ktorych fji(x;) = 0 oraz fia(x;) = 0. W tym celu na poczqtku policzmy pochodne czqstkowe

funkcyi f.
fn(z,y) = 62° — 62 = 6x(x — 1)

fla(z,y) = 6y* + 6y = 6y(y + 1)

Przyrownagmy teraz obie pochodne czgstkowe do zera.

6x(z—1)=0
6y(y+1)=0
Sted widzimy, Zex = 0V =1 orazy = 0Vy = —1. Mamy zatem cztery mozliwosci, oznaczmy je

ry = (0,0), o = (0,-1), 23 = (1,0), x4 = (1,—1). Kolejnym krokiem jest obliczenie wyznacznika
macierzy ztozonej z pochodnych czgstkowych drugiego rzedu. Latwo zauwazyc, zZe fhi(x,y) = 12x —
6, flo2(z,y) = 12y + 6 oraz fla(z,y) = fl1(z,y) = 0.

| 122 -6 0
B 0 12y + 6

A = 144zy + T2z — 72y — 36

Zobaczmy teraz, w ktorych punktach x; dla i € {1,2,3,4} wyznacznik ten jest ostro wigkszy od 0.
r1=1(0,0) A=-36<0
xo=(0,—-1) A=72-36=36>0
x3= (1,00 A=72-36=36>0
ry=(1,-1) A=—-144+724+72-36=—-36 <0

Widzimy, Ze ekstrema wystepujq w punktach xo = (0,—1) oraz 3 = (1,0). Sprawdimy teraz czy wyste-
pujq tak maksima czy minima wlasciwe. W tym celu zobaczmy jaki znak ma fui(x;) dla i € {2,3}

f11(0,-1) = =6 <0
zatem w punkcie o = (0, —1) wystepuje maksimum lokalne wlasciwe.

zatem w punkcie x3 = (1,0) wystepuje minimum lokalne wtasciwe.
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Zad.43
Tresé. Funkcja f: (0,00) x (—,7) — R? okreslona wzorem
F(r, @) = (rcosa, rsina)
jest dyfeomorfizmem klasy C, f((0,00) x (=, 7)) = R2\ (=00, 0] x {0}) oraz
f'(r, @) = dia (r, @) € (0,00) X (—, ).

Rozwigzanie. Zacznijmy od wyliczenia modutu pochodnej korzystajgc z definicyi 1.14.1. Odwzorowanie
f idzie z podzbioru plaszczyzny w plaszczyzne, zatem istnieje jeden mozliwy cigg (j1,j2) = (1,2) ze
wspommnianej definicyi. Zatem

|[f'(r, )| = J

Korzystajgc z definicyi 1.14.2 widzimy, Ze nasze odwzorowanie jest reqularne, gdyz modul pochodnej
jest wiekszy od zera oraz jest to odwzorowanie klasy C* (skladowe sq klasy C™). Z twierdzenia 1.7.2

2

= \/(r0082a+rsin2 )? —Vr2=r

cosa —rsino

sinae  rcosa

gdyz r € (0,00)

wiemy, ze roznowartosciowe odwzorowanie reqularne miedzy przestrzeniami o tym samym wymiarze jest
dyfeomorfizmem, zatem do tego aby f bylo dyfeomorfizmem klasy C'* brakuje nam tylko sprawdzenia
roznowartosciowosci.

Ustalmy zatem (11, aq), (12, ag) € (0,00) X (—m, ) i zaldimy, Ze f(ri1,cq1) = f(re, ) czyli

(r1cosaq,msinag) = (rg cos ag, o sin o)
Sktadowe powinny byc sobie rowne, zatem

71 COS (X1 = T'9 COS (X
r1Sinay = rosin apg
Podnoszgc obie rownosci do kwadratu © dodajgc do siebie oba rownania otrzymujemy
2 .2 2 a2 2 .2 2 a2
71 COS™ (vq + 77 SIN” (x; = 5 COS™ (xg + 75 SIN” (v
czyli
_ 2
=T
a zatem
" = T9

poniewaz ri,rs € (0,00), jednak wtedy katy oq i g sa sobie réwne, gdyz bierzemy je z przedziatu (—m, ).
A zatem f jest dyfeomorfizmem klasy C>.

Na koniec pokazemy, ze f((0,00) X (—m, 7)) = R?\ ((—o0c,0] x {0}). Rozpatrzymy zawieranie si¢ w
obie strony.
7 g 2

Przypusémy, Ze istnieje (r,a) € (0,00) x (—m, ) takie, Ze

f(T, a) S (—O0,0] X {0}
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czyli
(rcosa,rsina) € (—oo,0] x {0}

stgd
rcosa < OArsina =0

wiedzge, ze r > 0 zauwazamy, Ze
cosaa < O0Asina =0

sina = 0, zatem o = 0, mamy wiec sytuacje

cos0 <0

co jest sprzecznosciq, bo cos(0 = 1.
b2 2 2
Ustalmy (z,y) € R*\ ((—o0, 0] x {0}), pytamy czy istnieje (r,a) € (0,00) x (—m,7) takie, ze

f(r,a) = (z,y)
czyli
(rcosa,rsina) = (x,y)
z faktu, Ze mamy réownosé po wspotrzednych
{ rcosa =x

rsina =y

Podnosimy obustronnie do kwadratu

{ r? cos? a = 12

r?sin? a = y?

1 dodajgc do siebie rownosci uzyskujemy
r* =24y

r:m>0

Przekszalcajgc wyjsciowy uktad réwnan (dzielge przez r) otrzymujemy
cosa =
sina =

Zavwazmy, ze z jedynki trygonometrycznej

zatem

Sk sy
~~
*
S~—

stqd
2 2
z —i;y 1
r
1 wstawiajgc wyzej wyliczone r mamy
z? + y? 1

86



ROZDZIAL 3. KONWERSATORIUM 87

zatem

=

a€(—m,n]
takie, zZe spetniony jest uktad (x).
Z przedziatu (—m, 7] wykluczyé musimy 7, zauwazmy, ze punkt postaci (r, 7) nie nalezy do R?\ ((—oo, 0] x
{0}) (czyli nalezy do ((—o0,0] x {0})). Wiemy, to gdyz

cos(m) = —1 Asin(m) =0

zatem
rcos(m) = —r Arsin(r) =0
stgd
f(n 7T) = (_Tv O) € (_0070] X {O}
Zad.46

Tresé. Funkcja f: (—1,27) — R? okreslona wzorem

(1,t), jezelit € (—1,0)
ft) = AR
(cost,sint, jezelit € [0,2m)

jest roznowartosciowym odwzorowaniem reqularnym, ale nie jest dyfeomorfizmem.

Rozwigzanie. Na poczgtku pokazemy roznowartosciowosé. Musimy uwzglednic 3 przypadku, 2 gdy ar-
gumenty sq z jednego przedziatu v trzeci gdy sq z mieszanych przedziatow

e Ustalmy s,t € (—1,0) i zaldimy, Ze f(s) = f(t). Rozpisujac wzor od razu zavwaZamy réownosé
argumentow
(17 8) = (17 t)

caylit = s
e Ustalmy s,t € [0,27) i zaldzmy, ze f(s) = f(t). Rozpisujgc wzér mamy
(cos(s),sin(s)) = (cos(t),sin(t))

Na przedziale [0,27) funkcja sinus ma te same wartosci dla dwdch réznych argumentéw w prze-
dziatach [0,7) @ (m,2m), jednak w tych przedzialach funkcja cosinus jest réznowarto$ciowa, zatem
t=s

o Ustalmy s € (—1,0) it € [0,2m) @ zalozmy, ze f(s) = f(t), rozpisujgc wzér mamy
(1,5) = (cos(t),sin(t))

czyli 1 = cos(t), stgd t = 0, ale wtedy s = sin0 = 0, lecz 0 ¢ (—1,0) zatem ten przypadek
odrzucamy.
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Funkcja f jest réinowartosciowa. Teraz zgodnie z definicig 1.14.2 musi byé ona klasy C*, a zatem ré-
zniczkowalna i pochodna ma byé ciggla oraz modut pochodnej musi byc¢ wiekszy od 0. Wpierw sprawdzimy
rozniczkowalnosé. Jedynym punktem, w ktorym funkcja mogtaby nie byc rézniczkowalna jest punkt t = 0.
Wyliczmy zatem iloraz réznicowy podchodzqc z lewej i z prawej strony do 0.

f(h) = f(0) (1,h) = (1,0) (0, h)

hli%l— h - hli%l— h - hli%l— ho (0,1)
lim f(h) — £(0) _ lim (cos(h),sin(h)) — (1,0) _ lim (cos(h) — 1,sin(h)) —(0.1)
h—0+ h h—0+ h h—0+ h

Widzimy, Ze sq one takie same, zatem f'(0) = (0,1) ¢ funkcja f jest rézniczkowalna, pozostaje sprawdzié
czy pochodna jest ciggla, aby mieé klase Ct. W tym celu bedziemy zmierzaé do 0 analogicznie jak powyzej
z lewej 1 z prawej strony.

lim f'(h) = lim (0,1) = (0,1) = f(0)

h—0~ h—0~
hlirél+ f'(h) = h{rg+(—sin(h),cos(h)) = (0,1) = f'(0)

Zatem f' jest ciggla i funkcja f jest klasy C*

Pora na wyliczenie modutu pochodnej, funkcja f idzie z podzbioru prostej w plaszczyzne, mamy za-
tem dwa mozliwe ciggi (1), (2) przez co suma bedzie miata 2 skladniki. Oczywiscie musimy rozwazaé trzy
przypadki

V02 +12, te(—-1,0)
LF' @) = fit)? + f3(t)? = VO2+12, t=0 —1>0
V(= sin(t))2 + (cos(1))2, ¢ € (0,27)

Modul pochodnej jest zawsze wickszy od 0, a funkcja jest klasy C*, zatem f jest odwzorowaniem reqular-

nym.

Ostatniq kwestig jest pokazanie, ze f nie jest dyfeomorfizmem czyli odwrotna funkcja f~ nie jest ciggla.
W tym celu weZmy taki ciag ((n, Yn))nen, 2€

(@n, yn) — (1,0)

Ponadto weZmy cigg t, — 27 oraz niech x, = cos(t,) i y, = sin(t,) (ciggi te zmierzajq odpowiednio do
14 do 0, wiec sq dobrze wybrane). Ponadto zauwazmy, ze f~1((1,0)) = 0 Przypusémy, ze funkcja f=1
jest ciggta, zachodzi wtedy

FH (@n,ya)) = f71(1,0)

Ale zauwazmy, zZe

F7H @y yn)) = 1 ((cos(t), sin(tn))) = tn — 27 # 0 = f((1,0))

Zatem doszlismy do sprzecznosci, f nie jest dyfeomorfizmem.
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Zad.52
Tresé. Jezeli u,v € R\ {0}, to
UOoV
ul - v
jest cosinusem kqta miedzy tymi wektorami,
lu A v
ul - |v]

jest sinusem kqta miedzy tymi wektorami, natomiast
lu A v
jest polem rownolegloboku zbudowanego na tych wektorach.

Przypomnijmy, ze normag wektora (jego dlugoscig) na plaszczyinie jest pierwiastek z iloczynu skalarnego
wektora z sobg samym
lv| = Vvouw

Na mocy poznanego w szkole $rednie twierdzenia cosinusow wiemy, ze
[ef* = [ul® + [vf* =2 u] - [v] - cos

gdzie przez a oznaczymy kqgt pomiedzy wektorami u i v.
Z drugiej jednak strony wiemy, zZe

lc?=coc=(u—v)o(u—v)=uou—uov—uov+vov=lu?+[v—2-uow

Zatem przyrownujgc obie wartoSci mamy

lul?> 4+ [v]* = 2 |u| - |v] - cosa = [ul* + [v]* =2-uow

a zatem
lu| - |v| - cosa =uow

czyli
y Uov

= cos o
Jul - [v]
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Jesli chodzi o sinusa, to przydatny okaze sie pewien zwigzek pomiedzy loczynem wektorowym, a iloczynem
skalarnym (pochodzqcy z tzw. Tozsamos$ci Lagrange’a)

lu Aol = [uf* - [o* = (uov)* (%)
Wiemy, ze
uowv=cosa- |ul- v
Wstawiajgce to do (%) mamy

lu Av|? = Jul®- [v]* — |ul? - [v]? - cos® a

1 przeksztatcajgc
lu Av* = |ul? - [v]*(1 — cos® a)

czyli
lu Av)? = |uf® - [v]? - sin® a
a zatem
uAvf® L2
BENTE = sin” «
1 po spierwiastkowaniu
lu A v _
=sina
Juf - o]

Ostatnig rzecza jest policzenie widocznego na rysunku rownolegltoboku, zauwazimy, ze tréjkgt o bokach

u, v, ¢ ma pole réwne
1
P = —lu|-|v]-sina
A 2

A zatem rownelogltobok bedzie mial dwa razy wieksze pole

P =lu|-|v|-sina

Wstawiajge wyliczone przed chwilg sin a uzyskujemy

lu A v
P=ul -]
Juf - |v]
czyli
P = |uAv
Zad.56

Tresé. Funkcja ®: R — R?® dana wzorem
O (t) = (cost,sint,t)

jest dyfeomorfizmem klasy C* (a zatem ®(R) jest jednowymiarowq powierzchniq gladkq klasy C™ -
nazywamy jg linig Srubowgq),

/(1) = V2 dla t € R,
a diugosé tku ®([a, B]) jest réwna v/2(B — ), gdzie —00 < a < 8 < 0.
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Rozwigzanie. Zaczniymy od policzenia modutu pochodnej korzystajgc z definicji 1.14.1. Odwzorowanie
® idzie z R w R3, zatem istniejg 8 mozliwe ciggi jednoelementowe Scisle rosngcee ((1),(2),(3)), sted w
sumie bedziemy mieli 3 skladniki (pochodne sktadowych podniesione do kwadratu)

@'(t)] = \/(—sint)? + (cost)? + 1= VI +1=2

Wedle definicji 1.14.2 odwzorowanie ® jest reqularne (v/2 > 0), aby bylo ono dyfeomorfizmem musimy
wykazac, ze jest ono roznowartosciowe oraz odwzorowanie odwrotne jest ciggte. Na poczgtek wykazemy
roznowartosciowo$é .

Ustalmy t,s € R i zaldimy, ze ®(t) = P(s), wtedy

(cost,sint,t) = (coss,sin s, s)

Sktadowe muszq byé rowne, zatem
COst = CcOs s

sint =sin s
t==s

Z rownosci trzecich sktadowych od razu otrzymujemy roznowartosciowosé ®. Pozostaje sprawdzic¢ nam
czy odwzorowanie odwrotne ® jest ciggle. W tym celu ustalmy cigg ((Tpn, Yn, 2n))nen 0raz punkt (z,y, z) €
O(R) C R? taki, ze Hm (2, Yn, 20) = (2,9, 2). &1 bedzie ciggle gdy

O (2, Yns 20)) > @7 H((2, 9, 2))
Oznaczmy

by = (I)_l((xna Yn,s Zn))nEN
Obktadajgc obie strony funkcjg ® otrzymujemy

(Tny Yny 2n) = @(t,) = (cos(ty),sin(ty,), t,)

Z rownosci trzecich sktadowych wynika, Ze

n—oo

t, = 2n
Teraz analogicznie oznaczmy
t=0""((x,,2))
Obkladajgc jak powyzej funkcjg ® obie strony uzyskujemy
(x,y,2) = ®(t) = (cost,sint, t)
Z nierownosci trzecich sktadowych
t==z

Zatem
n—oo t

tn

co nalezato pokazaé. Widzimy stqd, ze ® jest dyfeomorfizmem (1 jest ciggle) klasy C™ (skliadowe sq
tej klasy). Korzystajgc ze wzoru z twierdzenia 2.3.2 wyliczymy teraz pom)(®([or, 8]))

po (@ D) = [ @O di= | VB dt= V35~ a)
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Zad.59

Treéé. Pole powierzchni torusa z zadania 50 jest réwne 4m*rR

Rozwigzanie. W zadaniu 50 mamy funkcje ®: R? — R3 dang wzorem
Q(a, B) = ((R+rcosa)cos 3, (R +rcosa)sin 3, rsin a)

Modut pochodnej funkcji ® wynosi r(R+r cos «). Latwo zauwazyé, Ze mimo iz o i 3 sq z R, to ograniczyd
mozemy sie do przedziatu [0,27) (do stworzenia torusa wystarczy nam ten przedzial), zatem korzystajgc
ze wzoru 2 twierdzenia 2.3.2 mamy

Hioan (0.20)) = | 9/, 9)] dix(a, B) =

~H(@((0,2m)?))

= ' (a, B)] d(av, B) =
Loaomngy 1@ O] dlet. )

= r(R+rcosa) dla,3) =
. ) (e, 9)

= (/ r(R 4+ rcosa) doz) g =
(0,27) (0,27)
:27T/ r(R+ rcosa) da =
(0,27)

=2r | rR da+r2/ cosa da | =
(0,27) (0,27)

—_————
0

=271 -27rR = 47°rR
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