Analiza Funkcjonalna ”po chiopsku”
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Rozdziat 1

Analiza funkcjonalna - Do kolokwium

1.1 Wstep

Skrypt (jesli mozna to tak nazwac) powstal w celu oméwienia podstawowych typéw zadan majacych sie

pojawi¢ na kolokwium z analizy funkcjonalnej. Nie jestem zadnym ekspertem w tej dziedzinie, jednak

poproszony przez wspaniate kolezanki, ktérym sie nie odmawia :) postaram sie jak najjasniej przyblizy¢

metody rozwigzywania ”schematycznych” typow zadan.

1.2 Typowe przestrzenie i ich normy

Na samym poczatku oméwie typowe przestrzenie i wystepujace w nich normy. Dr Kapica zakomuniko-

wal, ze nie poda ich na kolokwium, zatem ich znajomo$¢ jest obowigzkowa.

Oznaczenie | Opis stowny Norma
C(la, b)) Przestrzen funkcji ciaglych na przedziale [a,b] | [|f|| = sup,ejqy [f(2)]

I
L,(Q, A, 1) | Przestrzen funkcji calkowalnych z p-ta potega | ||f|| = (/ |fIP du) ’

Q
Lo (Q, A, 1) | Przestrzen funkcji istotnie ograniczonych || f]| = ess supyeal f(z)]
I
Ly Przestrzen ciagéw sumowalnych z p-ta potega | ||(zn)nen|| = (Z ]mn]p>
n=1
lo Przestrzen ciaggéw ograniczonych ||(2n)nen|| = sup{|z,|: n € N}
c Przestrzen ciagéw zbieznych ||(20)nen|| = sup{|z,|: n € N}
Co Przestrzen ciagéw zbieznych do 0 ||(2n)nen|| = max{|z,|: n € N}
Uwagi:

e Supremum istotne (essential supremum) dane jest wzorem

ess supgeo|f(z)| = inf{sup{|f(z)|: z € Q\ A}: A€ A, n(A) =0} <0

Czyli jest to infimum z supreméw po wartosciach funkeji poza wszystkimi zbiorami miary zero.

e Przestrzen Li(Q, A, p) to po prostu przestrzen funkeji catkowalnych: ¥ / If| dp < oo
fEL1 JQ
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e Przestrzen [; to po prostu przestrzen ciagéw bezwzglednie sumowalnych (ciag sum czeSciowych

ma granice skoniczona, to inne pojecie niz zbieznos¢): »  |z,| < co
n=1

e Przestrzenie [, C([0,1]),co,c, Ly, 1, dla p > 1 sa przestrzeniami Banacha czyli norma w tych
przestrzeniach jest zupelna.

1.3 Podstawowe nierownosci

1.3.1 Holdera
Jezeli f € L,(Q2, A, i) oraz g € L,(Q2, A, p) gdzie p,g > 11 119 - % = 1 to zachodzi nier6wnosé

[1sta< ([ 1pan)” ([ 151an)’

zwana Nierownoscig Holdera.

1.3.2 Minkowskiego

Jezeli f,g € L,(2, A, i) i p > 1 to zachodzi nieréwnosé

(fir+ )’ < (firan) + (fora)

zwana Nieréwnoscig Minkowskiego.

1.3.3 Holdera dla ciggow

Jezeli (@ )nen € 1, 0raz (Yp)nen € Iy gdzie p,g > 11 % + % = 1 to zachodzi nieré6wnosé

1
o0 o0 ; [o@] q
S el < (Z rxnrp) (z w)
n=1 n=1 n=1



ROZDZIAL 1. ANALIZA FUNKCJONALNA - DO KOLOKWIUM 4

1.4 Typy zadan

W ramkach beda podawane wymagane do nauczenia podstawy teoretyczne. Zadania postaram sie roz-
wigzywac¢ krok po kroku.

1.4.1 Sprawdzenie czy funkcja jest normg lub iloczynem skalarnym

Bardziej mozna by sie tego spodziewaé dla iloczynu skalarnego niz dla normy. Przypomnijmy definicje
normy i iloczynu skalarnego.

Niech V' bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem K, gdzie K € {C,R}. Iloczynem skalarnym nazywamy
okreslone w V' x V odwzorowanie f: V x V — K takie, ze f(u,v) = (u,v) speliajace warunki:

o (u+v,w)=(u,w)~+ (v, w)

o (cu,v) = c(u,v)

<u7 U> = <U7 u)

(uyu) >0dlau##0

gdzie u,v,w € V i c € K oraz {u,v) jest liczba sprzezona do (u,v).

Zad.1 Wykaz, ze ponizsza funkcja jest iloczynem skalarnym na przestrzeni Lo(p)

(f.9)= [ fg du

Sprawdzimy po kolei warunki z definicji.
Niech f,g,h € L*(u) oraz ¢ € C.

1.
<f+g,h>:/X(f+g)ﬁdu=/Xfﬁ+gﬁdu=/xfﬁdu+/){gﬁdu=<f,h>+<g,h>

<Cf,g>=/X0f§du=c/Xf§ dp = c(f, g)

3. Niech f =u+iv oraz g =z + it

(g,f}:/ngd,u:/x(z%—it)(u%—iv) d,u:/X(anit)(u—iv) dM:[)(ZU—iUZ+itU+tU dp =

:/(zu+tv)+i(tu—vz) d,u:/(zu+tv)—z'(tu—vz) du:/ 2u+ vz — ity + tv dp =
X X X

:/(u+iv)(z—it) du:/(u+iv)(z+it) d,u:/ fgdu={f,9)
X X X
4. Niech f=wu+ivoraz f #0
(f,f>:/Xf?du:/x(u—l—iv)(u—iv) du:/Xu2+02>O

Zatem nasza funkcja jest iloczynem skalarnym.
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1.4.2 Wykazanie r6wnowaznosci norm

W celu wykazania réwnowaznosci norm poshuzymy si¢ nastepujacym kryterium.

’ Normy || - |1 1 || - ||2 sa réwnowazne <= istnieja takie state a, 8 € (0,00), ze o|z||; < ||z||l2 < Bl|z|]1 ‘

Oznacza to, ze musimy oszacowaé¢ druga norme przez pierwsza (||z|la < [l||z||1) oraz pierwsza przez
1

druga ([|z(1 < ;llz[2)-

Z kolei najlepszym sposobem wykazania, ze normy nie sg réwnowazne jest pokazanie, ze maja one w

normach roézne granice.

Zad.1 Wykaza¢, ze normy ||f]|1 i ||f||2 sa réwnowazne w przestrzeni C*([a, b))
1f1lx = max{|f(z)]: x € [a, ]} + max{[f(2)[: = € [a, b]}
[1£1l2 = [f(a)| + max{[f"(x)|: = & [a, b]}
Najpierw pokazemy oszacowanie normy drugiej przez pierwsza.
1f1l2 = 1f(a)] + max{| f'(z)[: = € [a,b]} < max{|f(z)]: « € [a,b]} + max{|f"(z)|: = € [a,0]} = || f|)

W tym przypadku stata § =1
Teraz z kolei musimy pokazaé oszacowanie pierwszej normy przez druga. W tym celu skorzystamy z
twierdzenia Lagrange’a

Twierdzenie. [Lagrange’a o warto$ci Sredniej/
Jesli funkcja f: [a,b] — R jest ciggla w przedziale [a,b] i rézniczkowalna w (a,b) to istnieje taki punkt
ce€(a,b), ze

f(b) — f(a)

P e

Musimy jako$ oszacowaé warto$é¢ funkcji w dowolnym punkcie z € [a, b], wtedy zachodzié¢ ono bedzie
takze dla maksimum. Zatem korzystajac z twierdzenia Lagrange’a dla dowolnego punktu z € [a, ]
istnieje ¢, takie ze

Przeksztatcamy ten wzor uzyskujac

f(@) = fla) + f'(c)(x — a)
Obktadamy modutami lewsg i prawa strone i szacujemy.

[f(@)] = (@) + f() = a) <[f(a)| + [f ()& = a)| = [f(a)| + [f()|(x — a)] < [F(a)] + [ f'()|(b—a) <
< |f(a)] + max{|f"(x)|: = € [a,b]}(b — a)

Zachodzi to dla dowolnego z, zatem dla maksimum tez

max{|f(2)]: € [a,b]} < | f(a)| + max{|f'(2)]: @ € [a,b]} (b — a)
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Aby uzyskaé¢ postaé¢ pierwszej normy dodajemy stronami max{|f’(x)|: = € [a, b]} 1 uzyskujemy
£l < [f(a)] + max{|f'(2)]: « € [a,b]}(b — a) + max{|f'(z)|: = € [a,b]}
Kontynuujemy szacowanie

1f11x < 1f(a) [+ (b—a+1) max{| f'()|: © € [a,b]} < (b—a+1)(|f(a) [ Hmax{|f'(x)|: © € [a,b]}) = (b—a+1)[[[]]2

1

Co oznacza, ze o = p——

Zad.2 Wykaza¢, ze normy ||f]]1 1 ||f||2 sa réwnowazne w przestrzeni C?([a, b])

1fllh = sup [f(z)]+ sup [f'(z)]+ sup |f"(z)]
z€[a,b] z€[a,b] z€[a,b]

1 Fll2 = £ (@) + [£(0)] + sup " ()]

Uwaga: w tym zadaniu supremum = maksimum, gdyz funkcja ciggta na zbiorze zwartym przyjmuje
kresy. Zacznijmy od oszacowania drugiej normy przez pierwsza.

112 = 1f (@) + [f ()| + sup [f*(x)] <2 sup [f(z)|+ sup |f"(z)| <

z€a,b] z€la,b] z€[a,b]
<2 sup |f(z)|+2 sup |f(z)]+2 sup [f"(z)| =2||f[h
z€la,b] z€[a,b] z€[a,b]

Zatem (3 = 2
Teraz pora na oszacowania pierwszej normy przez druga. W tym celu oznaczmy ||f||e = M i zauwazmy,
ze | f(a)] < M, [f(b)] < M, supyeqy [f"(2)] < M oraz

[F(b) = FO) < |f(a)| + [f(b)] < 2M
Skorzystamy z twierdzenia Lagrange’a o wartosci sredniej. Wiemy z niego, ze istnieje takie ¢ € (a, b), ze

f(b) = f(a)

()

Po obtozeniu modutem szacujemy

0) — (@) _ 2M

b—a “b—ua

[F()] =

To oszacowanie jest jednak dla jednego konkretnego t! My potrzebujemy go dla kazdego, aby moc
oszacowa¢ supremum. Dlatego drugi raz stosujemy twierdzenie Lagrange’a. Tym razem nie dla funkcji
f, lecz dla jej pochodnej. Zatem dla = € [a, b] istnieje taki punkt y € (z,t), ze

f'(x) = f'(t)

r—t

— fl/(y)

Przeksztatcamy i szacujemy

!/ ! 1 2M
Fla)y=f O+ ) @—t) <— +Mb-a)
—— N —— —Qa
<M <M <(b-a)
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To oszacowanie jest dla kazdego x € [a, b] i dzieki niemu mozemy szacowaé supremum wartosci pochod-
nych. Do oszacowania pozostalo nam jeszcze supremum wartoéci funkeji, czyli oszacowanie |f(x)| dla
kazdego = € [a, b] i po raz trzeci skorzystamy z twierdzenia Lagrange’a o wartosci sredniej. Dla kazdego
z € [a,b] istnieje k € [a, 2] takie, ze
f(z) — f(a)
zZ—a

= f'(k)

Przeksztalcamy i szacujemy

f(z):@+ f;(/k_)/ (z—a) < M+ ;ﬁ{t—l—M(b—a) (b—a)=3M + M(b— a)?

M <MLy M(b—a) <(b—a)

I to oszacowanie jest dla kazdego z € [a,b] przez co tak samo bedziemy szacowali supremum wartosci
funkcji. Mozemy juz przejé¢ do koncowego rachunku

1fll = sup [£)|+ sup |7/(a)] + sup [7"(0)] < BM + M(b—a)* + 2 4 M(b—a) + M =

z€a,b] z€[a,b] z€|a,b] —a

:M(4+(b—a)2+bfa+<b—a)) —111l» <4+(b—a)2+b_2a+(b—a))

1
(44 (0—a)+ %+ (b-a)

Zatem o =
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1.4.3 Sprawdzenie czy dana norma pochodzi od iloczynu skalarnego

Aby wykazac, ze norma pochodzi od iloczynu skalarnego nalezy sprawdzi¢ warunek réwnolegtoboku

Lz +yIP? + [l =yl = 2(/f=]* + [[y]*) Voyex |

Zad.1 Wykaz, ze standardowa norma w przestrzeni C([a, b]) nie pochodzi od ilozynu skalarnego.

Przypominamy, ze norma w C([a, b]) jest norma supremum

Al = sup |f(z)|

z€(a,b]

Musimy wskaza¢ kontrprzyktad, ktéry nie spetnia warunku réownolegtoboku. Wezmy zatem przedziat
[a, b] oraz funkcje

_Jo z € [0,1] [ 1-2 z€]0,1]

f_{x—lxeﬂﬂ] g_{o z € (1,2]

Sa to funkcje ciagte, policzmy ich sume i réznice

l—z z€l0,1]

f+g:{:c—1 ve(1,2] f—g=z—-1dlaxe€]0,2]

Przechodzimy do warunku réwnolegtoboku

IS+l + [1f = gll> =274 =2(]l£1" + lgl*)
1 1 1 1

Co pokazuje, ze norma supremum w tej przestrzeni nie pochodzi od iloczynu skalarnego.

Zad.2 Wykaz, ze standardowe normy w przestrzeniach c i ¢y nie pochodza od iloczynu skalarnego.

Przypominamy, ze norma w ¢ jest ||(z,)nen|| = sup{|z,|: n € N}, a w ¢y norma
||(zn)nen|| = max{|z,|: n € N}. W kontrprzyktadzie, ktory wskazemy wartosci obydwu norm beda sie
pokrywaly. WeZzmy dwa elementy nalezace do ¢y i ¢

r=(1,0,0,...)
y=1(0,1,0,...)
Policzmy dla nich warunek réwnolegtoboku

(1, 1,0, I+ [[(1, 1,0, |2 = 2 # 4 = 2(J|(1,0,0....) >+ ]}(0,1,0,..)|?)
1 1 1 1

Co pokazuje, ze normy w ¢ i ¢g nie pochodza od iloczynu skalarnego.

Zad.3 Wykaz, ze standardowa norma w przestrzeni [, dla p # 2 nie pochodzi od ilozynu skalarnego.
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Przypominamy, Ze norma w [, jest norma dana wzorem

=

Gonhoell = (3 1)

n=1

WezZzmy takie same jak w poprzednim zadaniu z i y
r=(1,0,0,...)
y=1(0,1,0,...)
Policzmy dla nich warunek réwnolegtoboku
(1, 1,0, .. )|]*+ 1](1, =1,0,..)[]> = 2(]|(1,0,0...)[]* +](0, 1,0,...)|]*)

Czyli
2
2(V2) =4
Dzieje sie tak tylko, gdy p = 2

Wtedy iloczyn skalarny dany jest wzorem

(Tp|yn) = Z TnYn
n=1
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1.4.4 Sprawdzenie czy dany zbidér jest ograniczony

Do sprawdzania ograniczonosci zbioru potrzebne jest bardzo proste kryterium

’ Zbiér A jest ograniczony <= sup{||z||: * € A} < 00 <= diam A < >

Dla przypomnienia diamA = sup{||a — b||: a,b € A} czyli najwieksza odlegto$¢é na norme miedzy ele-
mentami ze zbioru A.

Zad.1 Czy ponizszy podzbioér jest ograniczony w przestrzeni Lq([0, 1]).

A=A{f € L([0,1]): sup [f(x)] <1}

z€[0,1]

1
Skorzystamy z naszego kryterium w ramce. Norma w tej przestrzeni jest || f|| = / |f(x)| dx, korzystajac
0
|

zatem z normy oraz tego, ze funkcje ze zbioru A speniaja warunek sup,c(oq; | f(z)| < 1 wnioskujemy.

1 1
= [ V@l de< [dr=1 v
0 0 feA

Zatem mamy spelnione sup{||f||: f € A} <1 < oo zatem A jest ograniczony.

Zad.2 Czy ponizszy podzbidr jest ograniczony w przestrzeni C'([0, 1]).

1
B={fec(o.1): [ |f@ldr<1}
Tutaj niestety musimy postuzy¢ sie kontrprzyktadem:

1
0,

Jn(z) = dlan=1,2,...

on —2nz dlaz €
0 dla z €

1
Sprawdzimy czy takie funkcje naleza do B

1 1 1 1
/fn(m)da::/WZn—Qn%dx—l—/de:2nx—n2x2g:2—1—0+0:1
0 0 1

——
0

Zatem f,(r) € B dlan = 1,2,.... A czemu zatem takie funkcje nie beda ograniczone? W tym celu
obliczmy norme (pomijamy liczenie dla argumentéw na ktérych funkcja przyjmuje wartosé zero), dla tej
przestrzeni jest to norma supremum.

| fr(@)||cqoay) = sup1 12n — 2n23:| =2n

Latwo to zauwazy¢, bo tylko dla = = 0 nic sie nie odejmuje od 2n. Gdy przejdziemy z 2n do nieskon-
czono$ci uzyskamy oo co pokazuje, ze nasz zbior jest nieograniczony.
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1.4.5 Sprawdzenie czy dany zbioér jest domkniety

Prostym sposobem wykazania czy dany zbiér jest domknigty jest sprawdzenie czy granica elementow z
tego zbioru lezy w nim.

Zbior A jest domkniety, gdy TLILHOlo T,=x€A V

(mn)neN

Zad.1 Sprawdzié¢ czy zbiér A jest domkniety
A= {(iL’l,SEQ,...) S lz: T = 1'2}

Zatem mamy ciagi z przestrzeni [, majace dwie pierwsze wspotrzedne identyczne. Przejdziemy do spraw-
dzenia czy granica takich elementow tez lezy w zbiorze A. W tym celu ustalmy cigg zbiezny elementow
z A.

(2 e C A, 2™ = (@ Jeen
Jak widac mamy tutaj doczynienia z ciagiem, ktorego elementami sg ciagi. Rozpiszmy kilka pierwszych
wyrazéw, aby lepiej zobaczy¢ jego zachowanie.

o = (oD, afd ),

o = (o2, 22 2, )

o0 = (0,29 20,

o) = (&9, 2 a9,

Nasz cigg (2),en jest ciagiem zbieznym do granicy (ktéra tez jest ciagiem), oznaczmy ja
x = (x1,T9,23,...)
Zbieznos¢ nastepuje po wszystkich wspétrzednych tzn.

v ) 25
kEN
Czyli np. bierzemy k = 3, mamy wtedy sytuacje
(n) n—oo
Ty —— T3
Mozna to tadnie odczytaé z powyzszego zapisu elementéw ciagu i granicy. Ponadto z faktu, ze ciag
wybraliémy ze zbioru A mamy

neN

Oznacza to, ze wszystkie elementy ciggu (2(™),cy maja takie same dwie pierwsze wspotrzedne.
Ze zbieznosci po wspotrzednych zauwazamy, ze

2 = g o, g
(n) (n) n—oo = T1 = T2

.’L‘Q - SCl
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Zatem w granicy takze dwa pierwsze elementy sa identyczne, a stad nalezy ona do A
x = (x1,29,23,...) €A

Czyli A jest domkniety.

Zad.2 Sprawdzi¢ czy zbiér B jest domkniety.

B:{(Il,l'g,.. )Elg ng—O V}
keN

Mamy tu podobna sytuacje jak powyzej. Ustalmy cigg zbiezny elementow z B oraz wypiszmy kilka
wyrazéw tego ciggu ciagow.
(x(n))neN C B, 2™ — (x}(gn))keN
M = (x(l) 0, x(l) ,0,...)
= (:vg),() 220, o)
2@ = (21”,0,25”,0,...)

2™ = (2, 0,2{,0,...)

Biorac pod uwage zbiezno$é po wspotrzednych granica bedzie miata postac
x = (r1,0,23,0,...)

Co dobitnie pokazuje, ze © = (1,0, 23,0,...) € B czyli B jest domkniety.

Zad.3 Sprawdzi¢ czy zbior C' jest domkniety.
C={(z1,22,...) €l D> |z, <1
n=1

Elementami zbioru C' sg ciagi, w ktérych suma wyrazéw na modul jest mniejsza lub réwna 1 (np. ciggi
ztozone z 1 na jednej pozycji i 0 na pozostalych). Klasycznie ustalamy ciag takich elementéw zbiezny
do pewnej granicy i rozpisujemy jego posta¢ dodajac nasze zatozenie o sumie wyrazow.

@en € C, 2™ = (@ ten

W) = (m( ) xél),:cg),...) Z\x(l) <
2 2
2 = (@ e P, ) z\x”

3) (3 3
m(3):(x()z§),mg),...) Z|a:()|
k=1



ROZDZIAL 1. ANALIZA FUNKCJONALNA - DO KOLOKWIUM 13
2™ = (@, 28 2 S lz <1

Granice oznaczymy podobnie jak wczesniej.
x = (x1,29,23,...)
Chcemy sprawdzi¢ czy

o
k=1

Wtedy granica bedzie elementem zbioru C. Zauwazmy jedng wazna rzecz. Nasze sumy w elementach
ciagdéw sa nieskonczone. Gdyby$my ustalili pewne m € N, do ktérego sumujemy (obcinamy reszte) to
taka suma takze bedzie mniejsza badz rowna 1. Mozemy to zapisaé¢ nastepujaco

(x(n))neN cC, g™ = (x;n))keN
R e S S P z|x“>
2@ = (2, 2P 2P 2@ S e <1
2® = (@ 2P 2P 2@ ]) Y e <1
2™ = @ 2 2, 2] S|z <1

W tym przypadku mozemy juz zastosowaé zbieznos$é po wspotrzednych (mamy skonczona ilo$é wyrazow),
zatem

m m
Sl P S o < 1
k=1 k=1

Zatem dla skonczonej ilosci wyrazéw granica spelnia zalozenie, ze suma jest mniejsza lub rowna 1.
Widzimy, ze m byto wybrane dowolnie, mozemy przejs¢ z nim do nieskorniczonosci przez co uzyskujemy

m
| = Z|$k| 1= 2= (v1,79,73,...) €C

Czyli C jest domkniety.

Zad.4 Sprawdzi¢ czy zbior D jest domkniety

D:{(ﬂfl,xg,...)élg: 34V kaO}
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Pora na zbior, ktory domkniety nie bedzie. Aby to wykazaé¢ postuzymy sie nastepujacym kontrprzykla-
dem.
Bierzemy ciag

n razy

Jest to ciag z D, poniewaz zawsze mozemy wskaza¢ takie n, dla ktérego wszystkie wyrazy o indeksach
wiekszych od niego sg zerowe. Rozpiszmy wyrazy tego ciggu i zauwazmy do czego sg one zbiezne.

1
m_ (=
T (2,0,0,...,>

11
@ = (2 00...)
x <2747 b

111
@) _ (2 - =
T <2,4,8,0,0,...)

Jak widaé¢ cigg ten ma w kolejnych wyrazach coraz to wiecej niezerowych poteg % Nie da sie ustali¢
konkretnego n, dla ktérego kolejne wyrazy beda zerowe. Granica tego ciagu bedzie (patrzac po wspot-
rzednych)

1

1
r=\=,..., — ...
2 2n

g
n—te miejsce

Ciag ten nie lezy w D, zatem D nie jest domkniety.
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1.4.6 Wyznaczanie norm operatoréw liniowych

Przy wyznaczaniu norm operatoréw liniowych niezbedne sa dwa wzory.

I7]] = inf{A € (0,00): ¥ ([T < Allz[))}

Powyzszy wzor informuje nas, ze norma operatora réwna jest infimum statych ograniczajach wartosé
operatora wzgledem normy argumentu. Tego wzoru bedziemy uzywali do wyliczania normy operatora. Z
kolei ponizszego wzoru uzywac bedziemy do sprawdzania dla jakiego argumentu norma ta jest osiggana
(jesli w ogole jest osiggana).

LT[ = sup{||Tz[|: = € X, [Ja]| <1} = sup{||Tz[|: « € X, [[a]| = 1} |

Jak wida¢ badaé¢ bedziemy argumenty z kuli lub sfery jednostkowej. Zastosowanie tych wzoréw najlepiej
widoczne jest na przyktadzie

Zad.1 Wyznaczy¢ norme operatora T': (R% || - ||1) — (R?, || - ||2) oraz T: (R?,]| - ||2) — (R?,|] - ||1) dla
norm

l|(z,y)|l1 = V2% 4+ y?> norma euklidesowa

l|(x,y)||l2 = |z| + |y| norma takséwkowa

T(z,y) — (x—i—y m—y)

Operator jest dany wzorem

4 7 4
Zaczniemy od operatora idacego z normy pierwszej w druga

T: (R% |- ]l1) — (R* ]| - |]2)

Wybieramy argumenty ze sfery jednostkowej (dla argumentéw mamy norme euklidesowa, dla wartosci
operatora norme taksoéwkowa)

[|(z,y)[[r =1

STy —1

Po podniesieniu stronami do kwadratu uzyskamy przyjemniejsza jego postac

Stad wychodzi nam warunek

Pyt =1 (x)

Teraz musimy oszacowa¢ norme wartos$ci operatora T' przez stala razy norme argumentu. Skorzystamy

[+ [yl < V222 + 42 ()

z nieré6wnosci nastepujacej postaci

Zatem szacujemy

= Jttato=sh < VG 0 G = YR = el

4 4

T+ T —
@yl = |2
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Zatem uzyskalismy

1
17(z, )l < 5 [l 9)lk

~—
A

Musimy teraz sprawdzié¢ czy warto$¢ i jest osiggana (pamietamy, ze ||(z,y)||1 = 1). Musi by¢ zatem
spalniana koniunkcja dwoch warunkdow:

1
Yy =1 A Z(|$+y|+|x—y|)=§

Pierwszymi naturalnymi kandydatami (z,y) przychodzacymi nam do gtowy sa wartosci skrajne czyli 1
i 0. Sprawdzmy co sie dzieje dla (1,0)
P+0°=1v

v’

DN | —

1 1
(1404 1—0)==-2=
L0+ ]1—0) = 2

1
L0 =1 A [IT0)]l2 =

Zatem norma operatora jest poprawnie wyliczona.

Teraz zajmijmy si¢ operatorem idacym z normy drugiej w pierwsza
T (R% ] -1l2) — (R% ][ - []1)
Ponownie wybieramy argumentu ze sfery jednostkowej

(@, 9)][2 =1

Stad mamy
|z + [yl =1

Czyli
[zl <1 Ayl <1

Przechodzimy do szacowania wartosci operatora w normie pierwszej przez stata razy argument w normie

17l = 222 Y2 o < 2 o)yl = Ll

Musimy sprawdzi¢ czy wartos¢ ta jest osiggana czyli szukamy takich (z,y), ze

drugiej

222 + 292 2
|+ lyl=1 A x1+6y:\/_

No i znowu bierzemy na tapete wartosci skrajne, wezmy (0, 1), wtedy
0|+ |1 =1v

2 2 2
024+2-1 @/
16 4
V2
(0, D]z =1 A ||T(071)||1=T

Czyli wyliczyliémy norme.
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1.4.7 Wyznaczanie norm funkcjonatéw liniowych i cigglych

Przyznam szczerze, ze to zagadnienie byto chyba najciezsze do opracowania, poniewaz w zielonej ksiazce
Prusa i Stachury do wyliczania tego uzywane sa wybrane twierdzenia, z ktérych nie bedziemy mogli
skorzystaé¢ na kolosie (chyba, ze udowodnimy je...). Z éwiczen niewiele dato sie zrozumieé, wszystko byto
"tatwe”, ale nie wiedzieliSmy skad to sie bierze. Wyktad dat tylko metody rozwigzywania tych zadan dla
przestrzeni Hilberta (chyba, ze co$ przeoczylem). Ostatnia deska ratunku okazala sie ksiazka Rusinka i
to z niej wprowadze ponizsze metody rozwigzywania zadan z funkcjonatami liniowymi.

UWAGA: Metoda z Rusinka jest dobra, lecz w wiekszosci przypadkéw niepraktyczna, zajrzatem ponow-
nie do Prusa i Stachury i w konicu obczailem jak korzystaé¢ z tamtejszych twierdzen (pal licho, ze nie
mozna z nich) i to za ich pomoca robitem pozostate zadania dotaczone w postaci skanow.

Oznaczmy przez X przestrzen, a przez X* przestrzen do niej sprzezong. X* jest przestrzenig wszyst-
kich ciagltych i liniowych funkcjonatéow f: X — K, gdzie K jest cialem skalarow. Wtedy zachodza
nastepujace zaleznosci, przez x oznaczmy roboczo element z X

1 Flle = sup |/ ()]

zex ||z]|x
#£0

Ponadto spetniona jest inna zalezno$¢, z ktorej bedziemy korzystali w zadaniach

[1£]

x+ = sup |f(z)] = sup |f(z)]
=1 <1

Z kolei w przestrzeniach Hilberta np. ls, Lo stosowaé¢ bedziemy twierdzenie Riesza o reprezentacji funk-
cjonatu liniowego i ciggtego w przestrzeni Hilberta oraz z wniosku z tego twierdzenia

W przestrzeni Hilberta (X, (+]-)) zachodzi ; v 3 VvV (f(x)=(x]|a))

€X* aceX zeX
Jezeli a € X to dla kazdego takiego funkcjonatu || f|| = ||al|

Jak to funkcjonuje w praktyce? Zobaczmy w zadaniach (polecam te dotaczone w postaci skanéw, oczy-
wiscie po zapoznaniu si¢ z twierdzeniami z Prusa i Stachury)

Zad.1 Obliczy¢ norme funkcjonatu f danego ponizszym wzorem dla (z,)nen € ¢

f(z1, 29, 23,...) = lim z,

n—oo
Skorzystamy z wzoru w drugiej ramce
I|fll = sup |f(zn)|= sup |lim z,|= sup lim |z,| < sup suplz,|= sup ||lz,|]|=1
[[zn|l=1 ||lzn|l=1 "7 ||z ||=1"7"° l|zn||=1 neN llzn||=1
Zatem
<1
Czy mozemy mie¢ réowno$¢? Tak, wystarczy wziaé ciag (1,1,1,...), spelnia on warunek ||z|| = 1, zatem

A= 1 ()| = | lim (1, 1,1, )] = lim (11,1, )] = 1
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Zad.2 Obliczy¢ norme funkcjonatu f danego ponizszym wzorem dla (x,,)nen € co

o0

T
f(l'l,ﬂfg,l'g, .. ) - Z
= nn+1)
Powtarzamy rozumowanie z poprzedniego zadania (uwaga: tutaj jako norme w ¢y bierzemy supremum,
nie maksimum, szczerze nie wiem czemu, by¢ moze ponizsza nierownosé nie funkcjonuje dla maksimum
tylko dla supremum)

> Ty e 1
1l = sup [F@)l = sup > —2" | < sup supla] \z sup. [laall = 1
lenl|=1 en]I=1 ;”(”Jrl) ] [=1nEN n;n(n+1) lzal|=1
| ———
1
Zatem
Il <1

czy roOwnosc jest kiedys osiggana? W tym przypadku nie, bo z nieréwnosci wynika, ze

3 |z, ] <1
ng
Przypusémy niewprost, ze |f(x)] =1
= Ln S £ = 1
x)| = — < =1
()l ;n(n—i—l)‘\;n(n—i—l) n(n+1) ;n(n—l—l)

Dochodzimy do sprzecznosci.

Zad.3 Obliczy¢ norme funkcjonatu f danego ponizszym wzorem dla (z,)nen € l2
f(iCl,.fIZ’Q,l'g, . ) = 2512'1 — X9 — 2512'3

Tutaj mamy doczynienia z ciggami z przestrzeni Hilberta, zatem stosujemy twierdzenie Riesza i wniosek
z niego. Czyli wiemy, ze istnieje takie a, ze

f(xn) = (xa]a)

Jak wiadomo, iloczyn skalarny w przestrzeni I, wyraza si¢ wzorem

(@alyn) = Y Tl
n=1

Przyjmijmy, ze ciatem jest tutaj R. Stad nietrudno wywnioskowaé, ze element a w naszym przypadku
bedzie miat postac
a=(2,-1,-2,0,0,...)

Z wniosku z twierdzenia Riesza wiemy, ze jesli a € Iy to ||f|| = ||a||. Oczywiscie a € Iy, bo

441444040+ < oo

Zatem ||f|| =|la]|=vV4+14+4+0+0+...=3
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1.4.8 Badanie zbieznoSci ciggéw

Badanie zbiezno$ci ciagu funkcyjnego sprowadza sie do wyznaczenia granicy punktowej ciggu, a nastep-
nia sprawdzenia nastepujacego warunku:

T [[z,]] = [[]]

Warunek ten mozna zapisa¢ w nieco przyjemniej do obliczania postaci:

lim ||z, — || =0

n—oo

Analogicznie zapisujemy go dla funkcji.

Zad.1 Sprawdzi¢ czy ponizszy ciag jest zbiezny w przestrzeni C([0, 1])
fo(z) = 2(1 —2™)

Zacznijmy od policzenia granicy punktowe;j.

lim z(1 —2") = lim x — 2" = lim x — lim 2™}

n—oo n—oo n—oo n—oo

Oczywiscie wiadomo, ze granica réznicy to réznica granic. Wyliczmy podane granice w dwoch przypad-
kach: dlaz € [0,1) iz =1

limo—lim 2" =2 -0=2 dazel0,1)
—_

x —0

limz—lim2""'=1-1=0 dlaz=1

n—00 n—00
—— —
1 1

Zatem mamy zbiezno$¢ do dwoch réznych granic (z 1 0) w tym przedziale co nam daje ciag rozbiezny.

Zad.2 Sprawdzi¢ czy ponizszy ciag jest zbiezny w przestrzeni C([0, 1])
folz) =2"(1 —x)

Przeprowadzimy podobne rozumowanie jak powyzej w zad.1. Zacznijmy od granicy punktowe;j:

lim 2"(1 — 2) = lim 2" — 2" = lim 2" — lim 2"*

n—oo n—oo n—oo n—oo

Rozwazmy krance przedziatu [0, 1] i jego wnetrze

lim z"— lim 2" =0-0=0 dlaz=0

n—00 n—00
—_———  — —\
0 0

lim 2" — lim 2" =0-0=0 dlax € (0,1)

n—oo n—oo

0 0
lim 2" — lim 2" =1—-1=0 dlaz=1

n—00 n—00
| G2 U —
1 1
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Zatem mamy tutaj granice punktowa réwna 0.
Teraz zastosujemy nasze kryterium zbieznosci w normie. W przestrzeni C([0,1]) mamy norme || f|| =

Supme[a,b] |f((13) ‘ :

lim ||f, — f]| = lim ||z"(1 — ) —0|| = lim [|z"(1 —2)|| = lim sup |z"(1 —z)|
Zauwazmy, ze na koncach przedziatu [0, 1] osiggamy wartos$¢ 0. Pozostaje pytanie, co sie dzieje w $rodku
przedziatu? W tym celu musimy obliczy¢ pochodng i sprawdzi¢ jak wyglada sytuacja z ekstremum tego

przedziatu. Pochodna:
(xn o mn+1>/ — nxxfl - (n + 1);13'”

Przyrownujemy do 0
nz" 't —(m+ 12" =0/:n

1
n—l_n+ .Z'n:O/Z.CEn_l
n
n+1 n
1-— =0/
v /n—|—1
n
—r=0
e x /+x
n
=z
n+1

Wstawiamy do naszego ciagu funkcyjnego.

- (1) (-7)
=2 \n+1 n+1

lim( i ) (1— n ):0
n—oo \n + 1 n+1

<1 —0

z"(1 —x)

Liczymy granice

Mamy tutaj iloczyn czego$ ograniczonego i czegos co zmierza do 0. Zatem calos¢ zmierza do 0. Widzimy
teraz, ze zaréwno na koncach jak i w ekstremum uzyskujemy 0 zatem z naszego warunku w ramce mamy
wykazang zbieznos¢.

Zad.3 Sprawdzi¢ czy ponizszy ciag jest zbiezny w przestrzeni C'([0, 1])
folz) =2™(1 —2")

Zbiezno$¢ punktowa bedzie analogiczna jak w poprzednim zadaniu, uzyskamy granice réwna 0. Dla

pewnos¢ przeliczmy.
lim z"(1 — 2") = lim 2" — 2°" = lim 2" — lim 2"

n—oo n—oo n—oo n—oo

Rozwazmy krance przedziatu [0, 1] i jego wnetrze

T}erolox”—glrgon":0—O:O dlaz=0
\—\0,—/ T
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lim 2" — lim 2**=0-0=0 dlax € (0,1)

n—oo n—oo

0 0
lim 2" — lim 22" =1—-1=0 dlaz=1

n—00 n—00
—_———  —
1 1

Zatem mamy tutaj granice punktowg rowng 0 tak jak przewidywaliSmy. A co z naszym warunkiem z
ramki?

lim |[f, — f]| = lim |[z"(1 —2") = 0|| = lim [|2"(1 —2")|| = lim sup [z"(1 —2")]

Krancu znow sie zeruja, ale co w srodku? Pozostaje nam jak poprzednio wyliczenie ekstremum.
(z"(1 —z") = (2" — ™) = na"t — 2pz® Y
Przyréwnujemy do zera i wyliczamy x:
nz" 7t —2nz® N =0 /:n
L) oL CL DR ) /ot
1—-22"=0/:2
1

§—x":0/+x”

1 n
1

=X

o (5) () ) -2as

Zatem niezaleznie jakie n wybierzemy otrzymamy maksimum réwne i, stad

S

Wstawiamy do wzoru na f,

(1 —z")

1 1
I "(1—2™)| = lim = =~ #0
im sup |z"(1—z")] Jim - 47é

n=00 Lefo,1]

7 tego stwierdzamy, ze mimo, ze nasz cigg miat granice punktowa to w normie nie jest on zbiezny.

Uwaga: w ksigzce jest zapisane, ze ||f,|| > 1, nie wiem kiedy mozemy mie¢ tutaj nieréwno$¢, jak mamy
1

wartosé 1

niezaleznie od wyboru n i granicy w nim.

Zad.4 Sprawdzié¢ czy ciag (2(™),en jest zbiezny w przestrzeni ¢

ESll

a™ = (xgcn))keN = (n*)pen

Rozpiszmy sobie postac tego ciagu
M =(1,1,1,...)

2@ = (2',22,25,...)
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2@ = (3!,22,35,...)

Intuicyjnie mozemy zauwazy¢, ze granicg punktowa powinna by¢ niewlasciwa i wynosi¢ co. A co ze
zbieznoscia w normie?
Ustalmy k& € N (mozemy sobie pomysleé, ze blokujemy pewna kolumne w powyzszym zapisie).

lim ||z — z|| = lim sup 2" — 24| > lim |2{") — 2] = 00

Czemu tak? Bo juz dla k£ = 1 uzyskujemy oo, a supremum po wszystkich k moze by¢ jeszcze wieksze
czyli nie ma wyjscia - granica musi byc nieskonczonoscia. Opisuje to ponizszy rachunek:

n—oo

g Jof”) = 1] > Jim (12" o)) = Jim Jof”)] — Jim Jn] = ox
—00 —T]

Uwaga: Nie wiem czy formalny zapis powyzszej nierownosci jest poprawny, jednak na zajeciach ”w skro-
cie” doszlismy do takiego samego wyniku.

Zad.5 Sprawdzi¢ czy cigg (z™),cy jest zbiezny w przestrzeni c

() _ ()Y 1
! (e <(n+1)k>keN

Rozpiszmy sobie tak jak powyzej postac tego ciggu

o (1 1 1
S \n+ U (n+1)2 (n+1)37

bLatwo zauwazy¢, ze wszystkie elementy (czyli ciagi) beda zbiezne do 0, a caly ciag zbiezny do
z=(0,0,0,...)

Zatem wyliczong mamy granice punktows. Teraz pora na granice normy

lim [|2™ — 2|| = lim H; 0[] = lim H;H = lim su |#| < lim !
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Co pokazuje, ze cigg ten jest zbiezny w przestrzeni c
Uwaga: cigg ten nalezy nie tylko do ¢, ale takze do ¢y i [

Zad.6 Sprawdzi¢ czy cigg (2™),cy jest zbiezny w przestrzeni c

n 1
keN

UWAGA: To rozwigzanie nie jest sprawdzone, nie wszystkie przejscia sa jasne.
Rozpiszmy sobie tak jak powyzej posta¢ tego ciagu

2= (14+1,VI+2,V1+3,Vi+d...)

PR ¢+2¢+3¢+4)

&

©

I
—
Wl =

+
-
Q
oo\
«
ODM—‘

. . . ., . . . R . 1 o
Granica tego ciaggu powinna wynosi¢ zatem (pierwsze niejasne przejscie: czy liny, oo/ + ¢ = Ve

x:(lv\/i\?)/gv\zl/zl?“'):(\]y%)kel\l

\/—+k—\k/E(2 \F f<
n n

Kolejne niejasne przejécie to (x) czyli skorzystanie z nieréwnosci /a + b < /a + V/b.
Ogodlnie ten przyktad jest ciezki. Miejmy nadziej¢, ze takiego na kolokwium nie bedzie.

Wtedy w normie mamy

lim [|2™—2z|| = lim sup

n—oo n—oo ke

lim sup
00 peN

— lim

n—oo

< lim sup
"0 keN
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1.4.9 Sprawdzenie czy przestrzen jest przestrzenia Banacha

Aby pokazaé, ze przestrzen jest zupelna (czyli jest przestrzenia Banacha) musimy pokazaé, ze kazdy
ciag speliajacy warunek Cauchy’ego jest w niej zbiezny.

Warunek Cauchy’ego: vV 3V ||fu— full <e
e>0 N nm>N

Zad.1 Pokazac, ze przestrzen [y jest zupeina.
Na poczatek ustalmy ciag Cauchy’ego (ciag spelniajacy warunek Cauchy’ego) elementéw z [y i oznaczmy
go (™), en. Warunek Cauchy’ego w tym przypadku méwi nam, ze

Vv 3V 2™ -2 <e

e>0 N nm>N

Przypomnijmy takze posta¢ normy w [y

[e%s)
|(@n)nenll = D |2l
n=1

Rozpiszemy posta¢ ciagu

x(l) - (xgl)vxgl)axgl)a N )

2 = (o) 2P 2D,
‘T(3) = (x§3)7 mé?))) xi(‘)g)a cee )

7 faktu, ze jest to cigg Cauchy’ego uzyskujemy

v 3V Z|:E,(€")—x,(€m)| <e (%)

e>0 N nm>N k=1
Jak widac caly szereg jest mniejszy od e, zatem pojedynczy wyraz tym bardziej, stad

v 3 v v -2l <e
e>0 N nm>N k

A to nam méwi, ze przy ustalonym k ciag x,(g") spetnia warunek Cauchy’ego w R (czyli mozemy powiedzie¢

patrzac na przedstawienie tego ciagu kilka linijek wyzej, ze spetnia warunek Cauchy’ego w kolumnach),
np. przy ustalonym k = 3 ciag

x§1)7 wi(SQ)7 ‘/Eg&})? ‘,L‘:(;l) tt

spelnia warunek Cauchy’ego.
Wiemy, ze w przestrzeniach euklidesowych R” ciag jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy spetnia warunek
Cauchy’ego. Zatem przy ustalonym k kazdy ciag x;" jest zbiezny (zbiezno$é kolumnami). Jego granice

oznaczmy jako xj. Musimy pokaza¢ w tym momencie, ze

Tr = ($1,$27l'3,...) €l1
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oraz, ze
[l — || — 0

czyli udowodnié, ze z jest granicg ciggu =™
Zeby x nalezato do {1 musimy pokazaé, ze szereg

oo
pRENA
k=1

jest zbiezny.
W tym celu wystarczy pokazaé, ze ciag jego sum czesciowych jest ograniczony (powolujemy sie na
twierdzenie moéwiace, ze ciag monotoniczny jest zbiezny witw, gdy jest ograniczony). Z (%) wiemy, ze

4
e>0 n,m>N

d (n) (m)
3V VY <e
N J k=1

No bo skoro suma do nieskonczonosci jest mniejsza od € to tym bardziej suma pewnej skoniczonej ilosci
wyrazéw bedzie to spetniata.
Teraz ustalamy n > N i przechodzimy z m do oo, otrzymujemy

J
Y3 Y Yl —ml<e (x)

Dzigki temu korzystajac z warunku tréjkata mamy

7 J J
Sl < 3wk — 21+ Y 2] < e+ |2 < o0
k=1 k=1 k=1

Fakt, ze ||2™|| < oo (2™ jest ograniczony) wynika z tego, ze ciag ten jest zbiezny a przez to ograniczony.
Zatem wykazalismy, ze x € [;. Pozostalo nam pokazanie

v o3 v [lz" -zl <e
e>0 N n>N
czyli zbieznosci w normie.
Rozpisujac mamy
oo
Y 5§ o Solaf —ai| <e

€ n>N k=1

Aby to udowodnié, wystarczy pokazaé, ze kazda suma czeSciowa jest mniejsza badz réwna od e

J
vV 3 VY S e - <e
N k=1

e>0 n>N j

A to juz jest pokazane wczesniej (%), zatem mamy zbieznos¢ w normie. Podsumowujac ciag spelniajacy
warunek Cauchy’ego jest zbiezny co implikuje, ze [; jest zupelna. Jak widaé¢ troche roboty byto, ale sie
udalo :)
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1.5 Dodatkowe zadania z kolosa - skany

Norma operatora

293 . (@ 1) > (1%, Ihia)
4(N§)=(%j~ﬁx,x—§j) | Cegllln =4 &>
N (?‘ISW@ o MQX“X’{ Pj'g M&xﬂ \K\, (fjlj ::/{

L

| Colla= e ]y
| TU@"K | ?j-*Gx] * | 'x—Sj) £ 7(:["7"0
: S Yel-a
PREEEIRED _—
1241+ [0l £ [4 ‘ngj] =
C}hj\ =5[] 4@ mstx“(ji,[xg

124- 6 ¢ [x-S4|= 42 m'&xﬂmlwg:/[

(NG Z,/Y\\j ( A ../!)
|-2-6| +] A+51 =12

'J\__.___‘_

6 G

M| M) J =g
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Norma operatora

& (17 1H,) 2P ) Aleg) = (x2g g
(DI, = mexd 21x], [y1T |

l(*‘ﬂ)nq | (;j L
el 4 — x| ZIK{.[ﬂ)j =/ 59{ x| €4

4l<A
| A (vl = \BX’Z:ji +1‘ﬂ->«‘) €
|34 tlagl+ Y1+l &=
. l?>‘><f+\?/dl+181+;q L
3| +2[y(+ lgiﬂx} =
Q\%l%i;t 5 mox{ 20/ |yl §

[3x~24] £y~ S mw{z“‘/.fﬂijﬂ
weémﬂ (- é( A)

pesak) > CO-241--A)=[- 3] + 13- 22 . 0
]\("'4’«(’0“4: (“3?<Q2"fvi&/ i,{j - {‘/\6\44 /143:/) s



ROZDZIAL 1. ANALIZA FUNKCJONALNA - DO KOLOKWIUM 28

Zbieznos¢ ciggu

\/j Po:[04] 2R ren dove zover
G SV <

o 28E2VOSC W (f0.4)) ( fir

| » { O ds xe[04) aﬂm ) =

oy n =

NP

Cisg vozé’r?eiﬂj L C(fo"@

© 28ENOSC 1 L7([047)

i R“{ . " e fnd)

- (R Sy odmcs-mj (235 man ze,o)

qud =L

/
S)\‘,/M'LQ norms L([Ozfj) \/—j’//f:

%920'195( iy nIdvmie

| x~x]| = || x"-0] = [><"H 4 S(X T v = j;& It =

entd |
,( X ) o O w)oO
2+ mel ZV’M 2 O

294em sy 2neznose

An o da x=4
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Domknietos$¢ zbioru

‘ - 4 e O ndee

o DOMUN 17D RJ = {(Xn)nw fol s O‘S 3} ['C%j ,j

usang U] clementols 2 A A 1 do x TR et
[ﬁ) (Ol (A (4)

l.O; 51 ) (w) mﬁ
K @)~ (0 %28, 200 )vé Xk Ral
K %eé)ﬂo)( (;o w%e’fmfd“jc&
X(n):(olx(? Ol?(t-, ke ; 7
| |l im x(")=xe€m skd
0 J, S 0
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Réwnowaznosé Norm

Qo‘uncugéneg(f Inovm 200- 342 | A

Illa={ 2 Dol

V= &0

Ibel[ 2 = \(i ,M,’l4'+ Z D’%‘

4= Y Z el € m* %%7 = [ills E?

h=4

Il = ﬁlf f L}‘:‘ &£ /\:‘Z]‘F T+ sar{lw nem

r
] \V,
\z Km‘ + Su ﬂ X [P n@IN ( 02 e ra .
[ e ﬁ’ T

&

‘\9

{HI4
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Norma operatora

: @Jﬁ) A (le? “’”00)"‘7) (le?, ) H(ﬁ‘ﬁ (ngr%
Ol = mox{ [xl, fy(§

Oyl 2 = W “(7(!5)“:/{ =3 mox4f iyl =
(
: {x}/éﬂ
| e
g i

‘ moch gl ‘s.;( ~¢'
i (x+9)2 Z
“ﬁ(?\"@“ ’{mﬂ :,g A P’\\W{ /\7}5“/{

chmc/[ (4 A)

- (%P - {2 ~(T-4

N (AN = moxq 4iai=/1
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Norma operatora

) ALY =S (e ) Alk)= (22 x2)

eeglly = [ ] , =A-=>  [xl={yl=4
[ Gl , = m?‘ | Gl |fo4

L PRy
16 (sl 2EELL = B [T < S
£ (|90} = [ 9l 4
I (2. e Al L

uczMj (//,o)
facoll = 2250 _ 22 o

((1ol= ww / \
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Normy funkcjonaléw liniowych

6.8.2 i /
P T

- wjm,{c&mﬂ

\#=1Z 41, - %{;2217)““ = Yin
coe 5
s) ]p (ﬁ\) Z V\(M—A) . ; Cf

(= g

d) wa(“")"' /{O‘szo

[R2(5(e
Call o L Yrmcemy
93 «P(Fo\\ g @

|| il= Z Zn= i
() 'P(K"‘\: Tg— g

| fll= /+/r 2

C’) ‘p(Kh\ V\D.,o
1= A
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Normy funkcjonaléw liniowych

G A5 [ PYrmery

» P Z &

g s, (A=A
(5) Q(m = é T é

5 %
"\) :“-V’\T?)?(Z‘.i—?(g +-—7(‘\

q;) ,p[m) 7(4“* 42?%
§urt\,(kz{ \

G- P-6
) p(x) S x(H) d +

W R R G
@.Wﬁ (1o ) alk |
s L

) 6 § ) hecp et

= W#F F
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Réwnowazno$é norm / Norma funkcjonatu liniowego

E_Qd& 2 kdose POou/imjl
”““5 o [O, o<>)

[ (N7hcf,\; ” )\4] + Su‘f‘g Rl 23 Jr! J\Lh]
I (x

"‘)mcwﬂ/ﬁ Sup [7 M V\&/Nj ) no{,mg S+ond SO

“ ("fﬂhsff\/ “4 & l*/?“ Sopﬁ‘ }‘(m}»‘ fﬂ?zrf{?m h‘n) S 5&1Fﬁ[\gh]:héﬂvj -

= 3 (%ewll
|| (s 122 Surﬂg | %] nem| < §.71 8 §up%[\g\,\] m>,2j <
[xal+ Sop (1%l - nazj i ) = 1w,

e
SRR

C) Pl s )= ZX” -

(x4 s *
g ) el
n
S’fﬁd (M?/JMJ novme Lv{u
e ]
Aﬁ% F 5 0< |9 K>
Ty qu@*@ZVE

™S fzy t( o deeta
T€Ly= s i



ROZDZIAL 1. ANALIZA FUNKCJONALNA - DO KOLOKWIUM

Norma operatora

12d] tos. opstos A: C([04]) > c([a
oie (D) = +(4) o 1€ (0]

rovms s C( [0, 4]) —:étfg)@ []UG)[

B Wpll= /4 = (0] -

/D

36

SHeds =~=/f

i Loef]
RO = su + G 10cp) =
l( ) )“ 5(}’;'4 [t£(H) Jrsé{g h i 7[)} ”\D“
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1.5.1 Spis zadan

- Sprawdzenie czy co$ jest norma / iloczynem skalarnym

(f.9) = [ f7dn

- Réwnowazno$é norm
o |[flly = max{|f(z)|: = € [a,b]} + max{|f'(2)|: = € [a,b]}
[[fll2 = [f(a)] + max{|f(z)|: = € [a, ]}
. HfH1szél[lapb]\f(fr)\+xselflapb]|f( z)| + sup, " ()]

Q?GCL

1Fl2 = 1F(@)] + [£(B)] s ()]

oo
o ||xn||1 = Z |xn|2

X
leall = Z a2+ z [zu]

o ||z,||l1 = |x1| + sup{|zn|: n > 2} + hm |, |
l|zn||2 = sup{|z,|: n € N}

- Sprawdzenie czy norma pochodzi od iloczynu skalarnego
o C([a,b])
e Ci Co
o/

P

- Sprawdzenie czy zbior jest ograniczony
o {f € Li([0,1]): sup,cpy |f(z)] <1}
1
e {FeC(o)): [ If@)de <1

- Sprawdzenie czy zbior jest domkniety

o {(x1,29,...) €ly: 11 = 29}

o {(z1,22,...) € ly: Top = OVpen}

o {(x1,29,...) €ly: Y00 |zy| < 1}

o {(z1,29,...) €la: Fnz1 Visnxr =0}
o {(r1,22,...) €ly: Top1 = 0 Vien}

- Wyznaczanie norm operatoréow

o T: (R[] ) — (R%,]] - ||2) oraz T': (R? || - []2) — (R[] - [1)

T(x,y) = (%, %y) dla norm
(@, 9)ll = v + 2
(@, 9)ll2 = || + [y|

37



ROZDZIAL 1. ANALIZA FUNKCJONALNA - DO KOLOKWIUM

o T: (R% | [|oc) —
T($’y>:

(R[] 112)

(2x — 4y, — 5y) dla norm

(@, 9)]oo = max{]|z], |y[}
(@ 9)ll = l2| + [y

T: (R[] - [[1) —

— (R% ] - [l2)

T(xz,y) = (3x — 2y,z — x) dla norm
z,y)[[r = max{2Jz|, [y[}
z,9)l2 = |2 + [y]

I(
I(

o At (R[] [loc) — (R%,]] - []2)
A(z,y) = (&, 2%) dla norm
(2, y)[|oo = max{|z], |y[}
I(z, )2 = vVa* + ¢

o Ar (R |- [[1) — (R[] - 2)
Alz,y) = (2, 3”4;9) dla norm

(@ 9)ll = l2| + [y|

I(

z,y)||2 =

A: C([0,1]) — C([0,1])

(Af)(t) = tf(t) dlat € [0,1]

- Wyznaczanie norm funkcjonaléw liniowych i ciaglych

o f(
e f(
o f(
o f(

o f(

o f(
o f(
o f(

X1, T2, X3, ...

) = lim,, o T, W przestrzeni c*

e’} T, o,
T1,T9,X3,.. ) = Z m w przestrzenl Co
i nn
x1,T9,T3,...) = 2] — Ty — 2x3 W przestrzeni [}
n
Ty -
X1, T, T3y ...) = Z % w przestrzeni lp

X1, X2, X3, ...

T1,T2,T3,...

T1,T2,T3,...

T1,T2,T3, - .

n
) =Y @ W przestrzeni [}

k=1
—  Tn .

) =Y ——— w przestrzeni ¢
—nn+1)

) = 2x; — w9 — 2x3 W przestrzeni ¢
o

Ty o
) =) — w przestrzeni ¢
n2

n=1

10 - 2190 W przestrzeni cj

T1 — Ty W przestrzeni c*

) —

..) = 22 w przestrzeni ¢*
) =
)=

lim x, w przestrzeni c*

n—oo
[e.9]
— 1 J*
= Z x, W przestrzeni []
n=1

1 1

) =—xp — 5Tz W przestrzeni [f

2
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[e.9]

o f(ry,29,23,...) = Z<I2n+1 — 3xg,) W przestrzeni [f
n=1

o f(xy,x9,23,...) =121 — 2+ 203 W przestrzeni [}

1

/ x(t)dt w przestrzeni Lo([—1,1])*
1

/ x(t)dt w przestrzeni Lo([—1,1])*
0

tz(t)dt w przestrzeni Lo([—1,1])*
-1

[e.9]

o f(w1,29,25,...)) = o przestrzeni [}
n=1

- Zbieznos¢ ciagow

o fulz)=x(1l—2") wC(]0,1])
o fu(z)=2a"(1—2x)wC(]0,1])
o fu(z)=2a"(1—-2")wC(]0,1])

- Sprawdzenie czy przestrzen jest przestrzenia Banacha

0[1
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