Charakteryzacja poétwklestosci przy uzyciu wypuklosci
w sensie Jensena
Na poczatku przypomnijmy definicje funkeji potwkleste;j.

Definicja. Mowimy, ze funkcja f: A — R, gdzie A C R"™ jest potwklesta jesli
3, fla+y) =2f(@) + fle—y) <clyl

gdzie x,y,x +y,xr —y € A.

Twierdzenie. Funkcja f jest potwklesta, gdy istnieje stata ¢ > 0 taka, Ze odwzorowanie
x— f(x) — £|x|* jest wkesle.

Celem naszych rozwazan bedzie udowodnienie powyzszego twierdzenia. W tym celu wprowa-
dzimy definicje wypuklosci oraz szczegélnego przypadku czyli wypuktosci w sensie Jensena
oraz udowodnimy dwa pomocnicze lematy.

Definicja. Mowimy, ze funkcja f: A — R, gdzie A C R" jest zbiorem wypuklym, jest wypu-
kta, jesli
VoV flta+(I-t)y) <tf(z)+ (1 -1)[f(y)

z,y€A te(0,1)

Definicja. Mowimy, ze funkcja f: A — R, gdzie A C R" jest zbiorem wypuktym, jest wypu-
kta w sensie Jensena, jesl

v o f

z,yeA

(x—;y) < f(w)—gf(y)

czyli jest to funkcja wypukta dla t = %
Uwaga. Funkcja [ jest wypukta wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja — f jest wklesta.
Zatem nasze twierdzenie mozemy zapisac w nastepujacej, dualnej wersji.

Twierdzenie. [Wersja dualna] Funkcja f jest pétwklesta, gdy istnieje stala ¢ > 0 taka, Ze
odwzorowanie © — £|x|* — f(x) jest wypukle.

Lemat. Niech f: A — R, gdzie A C R bedzie funkcja ciggla. Wtedy f jest funkcja wypuklq
wtedy 1 tylko wtedy, gdy jest funkcjg wypukla w sensie Jensena.

Dowdd. (=)

Oczywisty (kazda funkcja wypukta jest wypukla w sensie Jensena)

(<) Zalézmy, ze funkcja f jest wypukta w sensie Jensena. Przypusémy, ze f nie jest funkcja
wypukla, wtedy istnieja punkty a,b € A oraz takie ¢t € (0,1), ze

flta+ (1 —=1t)b) > tf(a)+ (1 —1t)f(b)

1



Zdefiniujmy funkcje ¢p: A — R nastepujaco

e(x) == f(z) - ﬁ(ﬁ —a) = f(a)

dla z € [a,b]
Zauwazmy, ze ¢ jest suma f 1 funkcji afinicznej. Pokazemy teraz, ze 7 := Sup,ciq) o(x) > 0.
Istotnie
o(ta— (1 —t)b) = f(ta+ (1 —t)b) — W(ta +(1—t)b—a)— f(a)
> (@) + (-0 =D 00— a) - (@)

=tf(a) + (1 =) f(b) = (1 =)[f(b) = f(a)] = f(a) =0

Kolejnym krokiem bedzie zauwazenie, ze ¢ zeruje sie na a oraz b, a takze ze ¢ jest funkcja
wypukla w sensie Jensena.

o) = 1)~ PO =T ) f(a) = (0) ~ f1a) =0
)~ f(a)

p(0) = f(b) = = ———(b—a) = f(a) = f(b) = f(b) + f(a) = f(a) = O
@(Hy) :f<:c+y> _f(b) — f(a) (m+y _a> ~ fa)

2 2 b—a 2
<f@%hﬂw_f®%aﬂ®<x+y_fﬁ_2ﬂ®
2 b—a 2 2 2
_ o) +o(y)
2

Oznaczmy ¢ := inf{z € [a,b]: p(x) = v}. Z faktu, ze funkcja ¢ jest ciaglta mamy, ze p(c) = v > 0,
co implikuje, ze ¢ € (a,b). Dla kazdego h > 0 takiego, ze c+ h € (a,b) mamy p(c—h) < ¢(c)
oraz o(c + h) < ¢(c), z faktu, ze ¢ jest funkcja wypukta w sensie Jensena mamy

c—h)+(c+h c—h)+plc+h c) + p(c
10 = (PR L oloh bieh) o) 1)
A zatem sprzecznosé, stad f musi byc funkcja wypuktla. O

Dowdd. [Twierdzenia - wersji dualnej] Na poczatek przywolamy prosta réwnosé
|z +yl* = 202" + |z — yI* = 2ly|”
Przemno6zmy ja stronami przez § otrzymujac w ten sposob

C C
§$+ML%MF+§M—9F=dm2 (%)



Naszym celem jest pokazanie, ze funkcja f jest potwklesta czyli
3, fle+y) —2f(@) + fle—y) <y’
Korzystajac z réwnosci (%) chcemy wykazaé, ze

J@+y) = 2/(@) + flx—y) < e +yP —cleP + Jo—yP

czyli
r—yl><0

f@+y) =2f(2) + & —y) = Sla+yl + ol — 5]

Przeksztatcajac uzyskujemy

flaty) = Slot ol =2 (f@) = Slol?) + flo—y) = Lo~y <0

Podstawiajac h(z) = § — f(x) otrzymujemy

h(z+y) —2h(z)+ h(z —y) >0
Przeksztalémy powyzsza nieréwnosé

h(z +y) + h(x —y)
2

> h(z)

i podstawmy a =x +yorazb=x —y

h(a) —; h(b) S (a—2|—b>

A zatem odwzorowanie h jest wypukte w sensie Jensena. Zatem korzystajac z lematu wiemy,
ze jest takze wypukte. O]



