Funkcjonal liniowy ciggly w przestrzeniach c; i c

Twierdzenie 1.

1. Niech x* bedzie funkcjonatem lintowym ciggltym nad przestrzeniq co ciggow zbieznych do zera,

wtedy istnieje dokladnie jeden ciqg (si) taki, ze Y |sp| < oo oraz zZe

k=1
*r =Y tysy dla kazidego x = (t),) € ¢ (1)
k=1
przy czym ||z*|| = |sk|. Na odwrdt, jezeli y  |si| < 0o, to wzdr (1) okresla funkcjonal z* liniowy
k=1 k=1

ciggly nad cg

2. Niech x* bedzie funkcjonatem lintowym ciggltym nad przestrzenig ¢ ciggow zbieznych, wtedy istnieje

dokladnie jeden cigg so, $1, S2, - .. taki, ze Y |sp| < oo oraz Ze
k=0
r'r =tso + Z t — t)sy dla kazdego x = (ty,) € ¢ gdzie t = hm tx (2)
k=1

Na odwrot, x* okreslone powyzej jest funkcjonatem liniowym i cigglym nad c.
8. Przestrzenie c* i ¢} sprzezone odpowiednio do ¢ i ¢y sq izometrycznie izomorficzne przestrzeni [

Twierdzenie 2. [Riesza/
Niech x* bedzie funkcjonatem liniowym cigglym nad przestrzenig C([a, b)) funkcji cigglych w przedziale

zwartym [a,b] C R z normg ||z|| = sup,;«; |2(t)|. Wtedy istnicje taka funkcja y o skoriczonej wariacji
w [a,b],y(a) =0, Ze
= / ) dla kazdego x € C(|a,b]) (3)
b
oraz ||z*|| = \/y. Na odwrét, jezeli y jest funkcjg o skoriczonej wariacji w [a,b], to funkcjonal z*

okreslony wzorem (3) jest liniowy i ciggly nad Cla,b])

Twierdzenie 3. [Riesza/
Niech p bedzie miara o-skoriczong w o-algebrze 32 podzbiorow zbioru ) i niech 1 < p < co. Niech x* bedzie
funkcjonatem liniowym cigglym nad przestrzem@ L,(Q,%, 1) funkeji ¥-mierzalnych x, calkowalnych z

p-tg potegg w Q, z normg ||z|| = (/ | (t |pdu> Wtedy istnieje dokladnie jedna (w sensie réwnosci

p-prawie wszedzie) funkcja X-mierzalna y taka, Ze

r= / (t)du dla kazdego v € LF(Q, %, u) (4)

11 7
przy czym, gdy 1 < p < oo, y € LYY, pu), —+ - =1, [[27]| = (/ |y(t)|qu)q7 agdyp =1, to
P Q
y € M(Q,XE,u) i||z¥|| = sup esseqly(t)]. Na odwrdt, przy danym y spelniajgcym powyisze warunksi,
funkcjonal x* okreslony wzorem (4) jest liniowy i ciggly nad LP(£2, %, u)



Dowdd. [Twierdzenia 1]
Ograniczymy sie do rozpatrzenia przypadku przestrzeni cy. Niech funkcjonat z* bedzie okreslony wzorem
(1); poniewaz ciag (tx) jest ograniczony i »  |sk| < 0o, wiec szereg po prawej stronie rownosci (1) jest

k=1
zbiezny. Liniowos¢ x* jest oczywista, a ciggtos¢ wynika z nieréwnosci

[e.e] [e.o] o0
|2z < [tesel < Y Iselsup [t;] =D |sul - |||
k=1 k=1 J k=1

Z nieréwnosci tej wynika tez, ze ||z*|| < > |s|. Obierzmy teraz x, = (¢}), gdzie ¢} = zi“', gdzie s # 0
k=1
ik <mn, tf =0, gdzie s, = 0 lub & > n. Oczywiscie (mn) € . Jezeh nie wszystkie s = 0 to dla

dostatecznie duzych n mamy ||x,|| = 1. Ponadto z*x, = Z |sk] — Z |sg| oraz ||z*|| > 2*x,, wiec w
granicy przy n — oo, |[z*]| = > |si]. Gdy s, = 0 dla wszystkich k to réwnos¢ ta jest oczywista.

k=1
Zatézmy teraz na odwrdt, ze x* jest funkcjonatem liniowym ciaglym nad cq. Niech e, = (d;,) dla

n=12,... gdzie ¢, = 1dlai=n, d, =0 dla i # n. Oznaczmy s, = z¥e, dlan = 1,2,.... Niech

= (tk) € Cyy, Ty = Z trex. Wtedy
k=1

||z — @y || = sup [ty — 0 przy n — oo
k>n

wiec na podstawie cigglosci funkcjonatu z* mamy z*x = lim x*z,. Na podstawie liniowosci funkcjonatu
n—oo

x*, mamy
n n
= Z th*ek = Z tkSk
k=1 k=1
Stad
n (o)
T = nh}oloztksk = Ztksk
k=1 k=1
o
Trzeba wykazaé jeszcze, ze Z |sk| < oo. W tym celu rozpatrzmy funkcjonal liniowy ciagly xlz =
> trsi; nad ¢p. Na podstawie poprzedniej czesci dowodu jego norma dana jest wzorem ||z)]| = > |sy]
k=1 k=1
Zastosujmy twierdzenie Banacha-Steinhausa. Poniewaz ciag (z}z) jest zbiezny dla kazdego x € ¢y, wiec
ciag norm (||x}||) jest ograniczony. Istnieje zatem taka liczba M > 0, ze ||z}|| < M dlan =1,2,... tj.
n oo
> skl <M dlan=1,2,....Stad > |si| < oo, co koriczy dowdd twierdzenia. ]
k=1 k=1

Twierdzenie 4. [Banacha-Steinhausa/
Granica punktowa ciggu operatorow liniowych i jednakowo cigglych miedzy przestrzeniami Banacha jest
cigglym operatorem lintowym.



