
Interpolacja Czebyszewa

Wielomiany Czebyszewa pierwszego rodzaju

Wielomiany te można definiować na dwa różne sposoby

• Rekurencyjny:

T0(x) = 1

T1(x) = x

T2(x) = 2x · Tk−1(x)− Tk−2(x)

• Jawny:

Tk(x) =
(x+

√
x2 − 1)k + (x−

√
x2 − 1)k

2

Postać trygonometryczna

Wielomiany te mozna równiez zapisać za pomocą funkcji trygonometrycznych (przekształcając postać

jawną stosując odpowiednie podstawienie):

Tk(x) = cos(k · arccos(x))

Uwaga

Wielomiany Czybyszewa są określone na przedziale [−1, 1] (tam są ortogonalne wraz z wagą)

Przykładowe wielomiany Czebyszewa

5 pierwszych wielomianów Czebyszewa:

1. T0(x) = 1

2. T1(x) = x

3. T2(x) = 2x2 − 1

4. T3(x) = 4x3 − 3x

5. T4(x) = 8x4 − 8x2 + 1
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Wielomian interpolacyjny Czebyszewa

Funkcja interpolująca w interpolacji Czebyszewa przyjmuje następującą postać:

W (x) = a0T0(x) + a1T1(x) + ...+ anTn(x)

Gdzie Ti są kolejnymi wielomianami Czebyszewa i = 0, 1...n, a ai wyznaczamy rozwiązując układ równań

postaci:



F (x0) = T0(x0)a0 + T1(x0)a1 + ...+ Tn(x0)an = y0

F (x1) = T0(x1)a0 + T1(x1)a1 + ...+ Tn(x1)an = y1

.............................................................................

F (xn) = T0(xn)a0 + T1(xn)a1 + ...+ Tn(xn)an = yn

Wielomian W (x) z obliczonymi w taki sposób współczynnikami ai i = 0, 1...n nazywamy wielomia-

nem interpolacyjnym Czebyszewa

Uwaga

Jako, że wielomiany Czebyszewa okreslone sa na przedziale [−1, 1] to w przypadku interpolowania

funkcji y = f(t) na przedziale [a, b] należy dokonać przekształcenia funkcji za pomocą podstawienia

t = a+b
2 + b−a

2 x. Wtedy nasza ”nowa” funkcja f̄(x) = f(a+b2 + b−a
2 x) będzie poprawnie określona (jej

argumenty będą z przedziału [−1, 1])

Przykład:

Wykorzystamy nasz ”stary” przykład z temperaturą do pokazania interpolacji Czebyszewa:

Czas t [godz] 12 13 14 15 16

Temperatura T [C] 24 25 23 20 16

Chcemy obliczyć temperaturę o godzinie 14 : 30

Mamy 5 węzłów interpolacji, zatem potrzebnych nam będzie 5 pierwszych wielomianów Czebyszewa (od

T0 do T4)

Musimy jednak dokonać przeskalowania argumentu, aby nasze Ti były poprawnie określone na [−1, 1]

Będzie to odwrotna operacja do tej podanej w uwadze wyżej:

x = 2
b−a · t−

a+b
a−b

W naszym przypadku przedział [a, b] = [12, 16] stąd :

x = 2
16−12 · t−

12+16
16−12 = 1

2 · t− 7
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A nasz wielomian interpolacyjny będzie miał postać

F (x(t)) = a0T0
( t

2
− 7
)

+ a1T1
( t

2
− 7
)

+ a2T2
( t

2
− 7
)

+ a3T3
( t

2
− 7
)

+ a4T4
( t

2
− 7
)

Wyliczmy teraz współczynniki a0, a1, a2, a3, a4



T0(x0) T1(x0) T2(x0) T3(x0) T3(x0)

T0(x1) T1(x1) T2(x1) T3(x1) T3(x1)

T0(x2) T1(x2) T2(x2) T3(x2) T3(x2)

T0(x3) T1(x3) T2(x3) T3(x3) T3(x3)

T0(x4) T1(x4) T2(x4) T3(x4) T3(x4)





a0

a1

a2

a3

a4


=



T0

T1

T2

T3

T4


Podstawny nasze dane:



1 −1 1 −1 1

1 −0.5 −0.5 1 −0.5

1 0 −1 0 1

1 0.5 −0.5 −1 −0.5

1 1 1 1 1





a0

a1

a2

a3

a4


=



24

25

23

20

16


Po wyliczeniu a0 = 21.6, a1 = −4, 33, a2 = −1.5, a3 = 0.33, a4 = −0.166

Po podstawieniu t = 14, 5 czyli w naszej znormalizowanej wersji x = 0.25 otrzymujemy: W (0.25) ==

21.6·(1)−4.33·(0.25)−1.5·(2·0.252−1)+0.33·(4·0.253−3·−0.25)−0.166·(8·0.254−0.252+1) = 21.57 ≈ 21.6
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