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Rozdziat 1

Wstep

Ponizszy skrypt ma na celu usystematyzowanie wiedzy poznanej na kursie Introduction to Topologi-
cal Algebra czyli Wstep do Algebry Topologicznej. Autorem wyktadow jest znany matematyk rosyjski
prof.dr.hab. Mikhait Tkachenko wyktadajacy na Metropolitan Autonomous University w Mexico City
i specjalizujacy sie w takich dziedzinach matematyki jak algebra, geometria czy topologia. Skrypt jest
ttumaczeniem informacji podawanych nam na wyktadzie w jezyku angielskim na jezyk polski. Zawarty
jest tez w nim stowniczek z najwazniejszymi wyrazeniami poznanymi na kursie w jezyku angielskim.
Dodatkowo dotaczone sa skany orginalnego wyktadu, a takze pierwszy 3 rozdziaty z ksigzki profesora,
na bazie ktérej stworzony byt wyktad. Caloéé uzupehiajg é¢wiczenia zadane na wyktadzie do zrobienia
w domu oraz te robione na konwersatorium.



Rozdziat 2

Wyktlady

2.1 22.02.16

Def 1.
Potgrupg nazywamy pare (S, ), gdzie S jest zbiorem niepostym, a - : Sx S — S jest tgcznym dziataniem
dwuargumentowym:

(@ y)-z=a-(y-2)

Def 2.
Monoidem nazywamy polgrupe posiadajgcg element neutralny:

ec S e-s=s5-e=5 Y
seS
Def 3.
Niech S bedzie polgrupg oraz a € S.

Akcjag lewostronng nazywamy odwzorowanie A\,: S — S dane wzorem \,(z) =a-x V¥
z€eS

Akcja prawostronng nazywamy odwzorowanie g,: S — S dane wzorem g,(r) =z - a VS
S

Jesli S jest grupg to odwzorowania N\, oraz g, nazywamy translacjamsi

Przyklad 1.

Potgrupy:

1. (Z,-) - monoid, element neutralny: 1

2

Q, ) - monoid, element neutralny: 1

E N

-
-
3. (R,-) - monoid, element neutralny: 1
. (Ry,+4) - pélgrupa przemienna, brak elementu neutralnego,
A

O

N, %), gdzie m * n = max{n, m} - monoid przemienny, element neutralny: 1

D

. (N,0), gdzie mOn = min{n, m} - pélgrupa przemienna

S

. (S, %), gdzie x xy =y - monoid dla zbioru S 1—elementowego (wtedy ten element jest neutralny),
polgrupa nieprzemienna dla |S| > 2
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8. (S, %), gdzie x xy = x - monoid dla zbioru S 1—elementowego (wtedy ten element jest neutralny),
potgrupa nieprzemienna dla |S| > 2

9. (S(X,X),0), gdzie S(X,X) ={f: f: X — X} - zbior wszystkich odwzorowan z X do X, a o
jest dziataniem skladania funkcji - monoid, element neutralny: id,, przemienny dla | X| < 2

Def 4.
Grupqg nazywamy monoid, w ktorym kazdy element ma element przeciwny.

Fakt 1.
Jesli G jest grupg to A, go Sa translacjami (bijekcjami grupy G dla kazdego a € G)

Dowad.

Niech A, : G — G bedzie odwzorowaniem danym wzorem \,(z) = a - = Veeq

Pokazemy, ze )\, jest "na”

Niech y € . Zatézmy, ze y jest wartoscia funkcji A, sprébujemy wyliczy¢ postaé x

Ao(z) =y = az = y = x = a~ 'y jest elementem, ktérego obrazem jest y

Pokazemy, ze A\, jest 71-1”

Niech z1,25 € G

Aa(71) = Mo(22) = awy = axy /- 0™ = 21 = 15 - zatem mamy réznowartosciowosé.

Nasza funkcja jest suriekcja i iniekcjg zatem takze bijekcja. O]

Przyktlad 2.
Grupy:

1. (Z,+)

2. (@\{0},)
R*,-)

7

+7')

(
(
5. (Za,4+) - grupa boolowska
(Z,,+) - dziataniem jest dodawanie modulo n.
(

T,-), gdzie T = {z € C: |z| = 1} (okrag jednostkowy), dzialaniem jest mnozenie elementow (w
praktyce jest to dodawanie kgtéw modulo w: 21,29 € T, wtedy z; = €%, 25 = €2, a dzialanie
wyglgda nastepujaco: z, - zy = €% - %2 l¥1te2) )

8. (Gi(n,R),")

9. (Sx,0) gdzie Sx jest zbiorem wszystkich bijekcji zbioru X, jest to grupa przemienna dla | X| < 2
Jedli | X| =n to Sx oznaczamy takze S, i nazywamy grupg permutacyjng n-elementowq

Def 5.
Zbior A C G, gdzie G jest grupg nazywamy symetrycznym jesli A~ = A
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Def 6.
Zbior niepusty H C S, gdzie S jest polgrupg nazywamy podpotgrupqg potgrupy S jesli H- H C H albo
rownowaznie

rye H VY

zyeH

Def 7.
Zbiér niepusty H C G, gdzie G jest grupg nazywamy podgrupq grupy G jesli H - H=* C H, gdzie
H='={h7': h € H} albo réwnowaznic

H-HCH ANH'CcH
Fakt 2.
Grupy mogq zawiera¢ podpolgrupy.

Fakt 3.
Potgrupy mogq zawierac podgrupy.

Def 8.
Zbior niepusty H C G jest podgrupg normalng grupy G (oznaczamy H < G lub H < G), jesli

cHr 'cH Vv

zeG

Uwaga: zamiast C mozna uzyé znaku réwnosci, poniewaz H C x ' Hx

Def 9.
Niech H C G bedzie podgrupg normalng grupy G. Zbior {x - H: € G} nazywamy rodzing warstw
lewostronnych podgrupy H

Def 10.
Niech H C G bedzie podgrupg normalng grupy G. Zbior {H - x: x € G} nazywamy rodzing warstw
prawostronnych podgrupy H

Fakt 4.
Dwie warstwy podgrupy H C G sq albo identyczne albo sqg rozlgczne. Identyczno$é warstw opisuje wa-
runek:
r1,19 € G o1 H = 29H < xfle cH
Def 11.

Niech H C G bedzie podgrupg normalng grupy G oraz niech x,y € G. Definiujemy dzialanie x nastepu-
Jjaco:

(zH) * (yH) = (zy)H
Zbior wszystkich warstw podgrupy normalnej H wzgledem grupy G z dziataniem x, elementem neutralnym

H nazywamy grupa ilorazowaq i oznaczamy G/H.
Ponadto dla kazdego elementu xH element przeciwny ma postaé = H .



ROZDZIAL 2. WYKLADY 6

Dowdéd. Poprawnos$é¢ dziatania

Niech H C GG bedzie podgrupa normalng oraz x1, xs, y1, 92 € G

Wiemy, ze 1H = 2oH <= x7 2y € H oraz y1 H = 9o H <= y; 'y € H
(@1 H) * (3 H) = (x1y1)H

(weH) * (y2H) = (w212)H

Pytamy czy x1y1 H = zox9H czyli bedziemy sprawdzali warunek:

vy H = 2oyo H <= (z1951) 'woy2 € H

Rozpiszmy prawa czes¢ rownowaznosci:

(i) " woye =y AT me e = yr b iy e =y thynys e € H O
—— v—l —— ——
€H Ty X2 €H €eH
Fakt 5.

W podgrupie normalnej tH = Hx Vicq

Twierdzenie 1. (Lagrange’a)
|G| = |H| - |G/H| (réwnowaznie |G| = |H|-[G : H])

Def 12.
Niech S bedzie polgrupg i a € S. Mowimy, ze element a jest elementem idempotentnym jesl

a = a

Latwo zavwazyé, e a® = a*xa = a*a = a. Zatem a" = a Vn>1-

Ponadto jesli S jest grupg, a € S to < a >={a": n € Z}

Przyktad 3.
Wezmy S(X, X) - zbior wszystkich odwzorowarn z X do X. Jakie mamy tutaj elementy idempotentne?

fP=f

Szukamy takich funkcji, ze (f o f)(x) = f(z)

Przyktadowo takq funkcjq jest identyczno$é: idx

Funkcje spetniajgce te zaleinosé nazywamy retrakcjamsa, sqg to odwzorowania postaci f: X — A C X,
gdzie f’A =idy

Zatem tatwo zauwazyé, Ze funkcje te przenoszq raz dowolny element z X do A, a nastepnie pozostawiajg
go w A na miejscu, przez co sg one idempotentne.

Def 13.
Niech (G, -), (H,*) beda grupami. Homomorfizmem grup nazywamy odwzorowanie f : G — H takie,
ze
fla-b) = fla)* f(b) V¥
a,beG
Def 14.

Jadrem homomorfizmu f: G — H nazywamy zbior postaci:

{r € G: f(z)=en}
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Fakt 6.
Jagdro homomorfizmu jest podgrupg normalng.

Dowad.

Oznaczmy N = Kerf. Niech x € G oraz h € N.

Pokazemy, ze xhaz~t € N

flaha™h) = f(z)f(h)f(a™") = f(z) -en - (f(2))"' =en

Co pokazuje, ze N jest podgrupa normalng. O]

Def 15.

Homomorfizm, ktory jest "na” © 71-17 nazywamy tzomorfizmem.

Def 16.
Izomorfizm dzialajocy z grupy w nig samg nazywamy automorfizmem.
Grupe wszystkich automorfizméw grupy G oznaczamy Aut(G)

Def 17.
Niech G bedzie grupg i a € G. Automorfizmem wewnetrznym nazywamy odwzorowanie postaci:

0o(x) = aza™' v
zeG

Fakt 7.
Ya jest automorfizmem Vqeq

Dowad.

Ustalmy =,y € G

Pokazemy, ze ¢, jest homomorfizmem.

pa(ry) = arya™ = aza aya~' = (aza')(aya") = @a(@) - aly)
Teraz pokazemy, ze @, jest 1 — 1

l=aya™/:a'=ar=ay/ :a= 2=y

Niech ¢, (z) = pu(y) = aza™
Pozostato pokazac, ze ¢, jest "na”
Ustalmy y € G takie, ze p,(x) = y. Sproébujemy wyliczy¢ x

-1 1

ara” =y =T =a a- zatem @, jest suriekcja.

Stad ¢, jest automorfizmem. O]

2.2 23.02.16

Lem 1. Niech H bedzie podgrupg grupy abelowej G oraz niech f: H — F (gdzie F tez jest grupg abelowg)
bedzie homomorfizmem grup. Niech ponadto x € G,y € F.

Wtedy istnieje homomorfizm h: (HU{x}) — F taki, Ze h(x) = y wtedy i tylko wtedy, gdy m = min{n €
N*:nzx € H} =00 lubm € N i f(mz) = my, gdzie N* =NU {oo}.

Dowad.

—

Przypadek 1:

m=o00=nr & H VY,en. Wtedy tez (z) N H = {(}.

Niech Hy = (H U {z}). Wtedy kazdy element z € H, posiada jednoznaczna reprezentacje w postaci
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z=kx+a,gdziekeZiace H

Sprawdzimy, ze odwzorowanie h dane wzorem h(z) = h(kz + a) = ky + f(a) jest homomorfizmem.
Niech zy = kx +aoraz zo = lx + b

nt+zn=kr+a+le+b=(k+0z+(a+0)

hz1+ 22) = (E+ Dy + fla+b) =ky+ly+ f(a) + f(b) (bo f jest homomorfizmem).

ky +ly + f(a) + f(b) = (ky + f(a)) + (ly + f(b)) = h(z1) + h(z2) - zatem h jest homomorfizmem.
Ponadto h’H =f

Przypadek 2:

Teraz zaktadamy, ze m € N oraz f(mz) = my

Niech h(x) = y. Ponadto niech z € Hy (gdzie Hy jest tak samo zdefiniowane jak w poprzednim przypad-
ku). Teraz jednak przedstawienie z nie bedzie jednoznaczne, poniewaz () N H # {0}. Zatem z = kz +a,
gdzie k € Z i a € H. Ponownie zdefiniujemy odwzorowanie h(z) = h(kx + a) = ky + f(a) i ponownie
pokazemy, ze taka definicja jest poprawna.

Doktadnie rzecz biorac, dowiedziemy, ze przy podanych zatozeniach dwa rézne przedstawienia h(z) sa
tym samym (ich réznica bedzie wynosita wtedy 0).

Zatem niech z = kx +a oraz z =z + b

Wtedy h(z) = ky + f(a) oraz h(z) = ly + b.

Ich réznica wynosi (I — k)y + f(b — a) (f-homomorfizm).

Wréémy jeszeze do postaci przed kx + a = [z + b. Zauwazmy, ze (I — k)x = w. Stad [ — k jest

eH
wielokrotnoscig elementu m

Wtedy [ —k=mpdlap € Z czyli (I — k)r =mpr=a—0b

Wracajac do postaci réznicy wartosci homomorfizmu hA(z) mamy (I —k)y+ f(b—a) = mpy+ f(b—a) =
mpz — f(a —b) =mpy — f(mpz) = p(my — f(mz)) = p(my — my) = 0.

Zatem réznica wynosi 0, stad nasz homomorfizm h jest poprawnie zdefiniowany.

_—

Wiemy, ze h(z) = y,ma € H i ze h jest homomorfizmem. Wtedy my = mh(z) = h(mz) = f(mz).
Komentarz: ta czes¢ dowodu byta bardzo szybko przedstawiana i moze by¢ niekompletna. O]

Def 18.
Mowimy, zZe grupa G jest podzielna jesl Vye rownanie ™ = b ma rozwigzanie w grupie G dla kazdego
elementun € N

Przyktad 4.
Grupy podzielne

1. (R,+) nz=b=z =2 - podzielna

2. (T,") 2z€T,z=¢€¥%2=1"=t=¢'n - podzielna

3. (C,+) - podzielna

4 (

Def 19.

Mowimy, ze para (P,<) jest zbiorem czes$ciowo uporzqdkowanym, gdy relacja < czeSciowo po-

Zs,+) - niepodzielna, poniewaz np. 2 - x = 1 nie ma rozwigzania.

rzadkowuge zbior P (niektore elementy mogq byé nieporéwnywalne).



ROZDZIAL 2. WYKLADY 9

Przyktad 5.
Zbior (C, <) jest zbiorem czeSciowo uporzgdkowanym, gdyz z < w < |z| < |w|, zatem nie wszystkie
elementy sa poréwnywane (np. liczb o takich samych modulach nie da sie poréwnad).

Def 20.
Mowimy, ze zbior C jest tancuchem, gdy jest liniowo uporzedkowany przez relacje <

Def 21.
Mowimy, Ze x jest ograniczeniem goérnym zbioru C jesli ¢ < x dla kazdego ¢ € C

Lem 2. (Kuratowskiego - Zorna)

Niech (P, <) bedzie zbiorem czeSciowo uporzgdkowanym tak, Ze kazdy tancuch C C P na ograniczenie
gorne w P. Wtedy P ma element maksymalny czyli 3,,ep taki, zZe Zaden element x € P nie spelnia
warunku ro < x

Twierdzenie 2. Niech H bedzie podgrupg grupy abelowej G. Wtedy kazdy homomorfizm f: H — F
tdgcy w podzielng i abelowq grupe F mozna rozszerzyé do homomorfizmu h: G — F.

Dowdd.

Niech (P, <) bedzie takim zbiorem czesciowo uporzadkowanym, ze zbiér P zawiera pary (K, g), gdzie K
jest podgrupa grupy G zawierajaca podgrupe H, a g bedzie homomorfizmem z K do F' rozszerzajacym
f, a relacja < dziata nastepujaco: dla dwéch par (K, g) i (K1, g1) mamy (K, g) < (K1,¢91) jesli K C K,
i g1 rozszerza g. Mamy pewnos¢, ze P jest niepusty, bo na pewno jest w nim para (H, f).

Niech ponadto C bedzie niepustym tancuchem w (P, <). (H, f) jest najmniejszym elementem (P, <)
zatem (H, f) jest w C.

Zdefiniujemy teraz zbiér P* = U{K : (K, g) € C dla wszystkich g: K — F'}

Claim 1.

P* jest podgrupa grupy G.

Jest tak, poniewaz w C mamy liniowy porzadek, zatem zbiory zawieraja sie jeden w drugim.

Teraz definiujemy g*: P* — F. Ponadto bierzemy z € P*. Wtedy Jk gec taki, ze v C K. Wtedy
definicja g*(x) = g(x) jest poprawna (bo mamy tancuch).

Claim 2.

g* jest homomorfizmem.

Pokazaé, ze g*(x + y) = g*(2) + g*(y) - Cwiczenie

Zauwazmy tez, ze H C P* oraz g* rozszerza f.

Claim 3.

(P*, g*) jest ograniczeniem gérnym tancucha C. Stosujemy lemat Kuratowskiego-Zorna i mamy element
maksymalny (K, h) € P.

Claim 4.

Pokazemy, ze K = G

Przeprowadzimy dow6d nie wprost. Zatdzmy, ze istnieje element x € G\ K. Zdefiniujemy Hy = (KU{x})
istotnie wigkszy od K

Ponadto h: K — F niech bedzie homomorfizmem. Stosujemy wczesniej udowodniony lemat. Wtedy
h*(x) =y i h(mz) =my /: m (mozna, bo F jest podzielna). Wtedy h*: Hy — F jest rozszerzeniem h.
Mamy zatem (Hy, h*) € P oraz (K, h) < (Hy, h*) co jest sprzecznoscia, poniewaz (K, h) byl elementem
maksymalnym. Zatem K = G i (K,h) = (G, h) (rozszerzenie f) co konczy dowdd. O
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Def 22.
Kwaterniony - Q
Q={a+bi+cj+dk:abc,deR, i?=j5>=k=-1}
Ponadto:
ij=—ji=k jk=—k-j=i ik=—k-i=j

W zbiorze kwaternionéw definiujemy dziatanie dodawania:
Niech ¢ = a+bi+ cj + dk g =d+Vi+dj+dk. Wtedy:
g+q¢d =(a+ad)+O+b)i+ (c+)j+ (d+d)k
Ponadto w zbiorze kwaternionéw definiujemy dziatanie mnozenig
q-¢ =(a+bi+cj+dk) (d +Vi+j+dk)=
= (ad' = bb' — ¢ —dd') + (ab + ba' + cd — dc')i + (ac’ + ca’ + bd' — db')j + (ad’ + da' + bc’ — cd')k
Do najwazniejszych wtasnosci kwaternionow nalezq:
1. (Q,+) jest grupg przemienng
2. (@Q\ {0}, ) jest nieprzemienng grupg z elementem neutralnyme =14+0-i+0-540-k

3. x(y+z2)=ay+az
(y+ 2)x = yx + 2z - Cwiczenie

4. (Q,+,-) - cialo nieprzemienne (pierscien z dzieleniem)

Claim 1.
Kazdy element niezerowy z Q jest odwracalny.
=a+bi+cj+dk g=a—b—cj—dk - element sprzeiony
q-G=a®+b+ A+ d* - Cwiczenie
lgl| = Va2 + 02+ + &
¢ =

2

__q q
(a®+b2+c?+d?) gl

2.3 29.02.16

Grupa liczb (r)-adycznych

Dla r < 2 grupe liczb (r)-adycznych oznaczaé¢ bedziemy Q.. PrzejdZzmy do ich konstrukeji. Niech A =
{0,1,...,r — 1} - zbidr reszt z dzielenia przez r. Wtedy poprzez A% rozumiemy funkcje idace z A do Z.
Element tego zbioru przedstawimy w postaci ciggu nieskonczonego z obydwu stron:

Tr = (, r_9,x_1,%o,T1,T29, )
Rodzineg 2, definiujemy nastepujaco:

Q, ={r € A%: 3 takie,ze 1, =0 V }

k<n
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W niej definiujemy operacje (dziatanie) dodawania. Potrzebujmy w tym celu dwéch elementéw dodatnich
oznaczmy je jako N i M:

N =xo+zr + zor + oo+ Tpr™ z; € AY, xym #0

M =yo+yir +yor’ + ... + Yur" y; € AY, y #0

Ich sume na razie oznaczymy jako:

M+ N =20+ 217+ 2912 + . + 2177 2 GAY/’ zp # 0
Wstawiajac otrzymujemy (zat6zmy, ze m < n):

M4+ N =x5+yo+ (1 +y)r + (2 +y2)r? + oo 4+ (T + Yo)r™ + ...

= 20+ 217 + 207% 4 ...+ o gdzie k < max{m,n} + 1

Zestawiajac ze soba wspélezynniki (uzywajac operacji modulo) otrzymujemy
xo + Yo = 2o(mod r)

Stad:
To + Yo = 20 + tor gdzie to € {0,1}
Wstawiajac te wyliczenia do wzoru na sume mamy:
M+ N = zg+ tor + (z1 + y1)r + (22 + y2)r* + oo + (T + Yo)r™ + ..
= 20+ 217 + 297? + ..+ ot gdzie k < max{m,n} +1

Zatem
lo+xi+y1 =2

Wiemy, ze 0 <tg+21+y1 < 1+r—1+4+7r—1 < 2riwykonujac analogiczny krok jak dla zy mamy:
to + x1 + 1 = 21 + tyr gdzie t, € {0,1}
Powtarzajac nasza procedure k razy otrzymujemy
tk + Th1 + Ykr1 = 2ks1 + tgrar gdzie ¢, € {0,1}

Takie dziatanie wyznaczone jest dla ciagéw skoniczonych, my potrzebujemy dla nieskonczonych. W tym

celu zdefiniujmy element neutralny:
0=(.,0,0,0,...)

oraz wezmy x,y € (), dane nastepujaco:
r=1(.,0,0,Tpn, Tps1,--)

Yy = ("'70707yn7yn+17 )

Ponadto zdefiniujmy & = min{m,n}. Wtedy 2z, =0 V i nasz wzor
k<ko

kvk 2k + tr = tk_1 + T + yr gdzie tg, 1 € {O, 1}
>FKo

jest poprawny i z = (..., 0,0, 2, 2k11, ...) = 2+y, ponadto wyznaczony element neutralny 0 jest poprawny
izachodzi 04+ 2z =2+0= 2.
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Przyktlad 6.

x = ...00020168721...
y = ...00053954100...
z =...000730239201...

Dodawanie w €, jest przemienne (poniewaz przemienne jest dodawanie w liczbach catkowitych). Teraz
pokazemy, ze dziatanie to jest taczne.

Wezmy z,y, 2z € Q,. Chcemy pokazaé, ze (x +y) + 2z = x + (y + z) (oczywiscie jesdli kazdy jest rézny od
0). Ustalmy ko takie, ze x,y, z nie maja zerowego wspélezynnika na pozycji k.

Zdefiniujmy zbior

E ={re€Q,:2,=0 V oraz z ma skoficzona ilos¢ niezerowych wspotczynnikéw }
k<ko
ko

Ponadto okreslmy odwzorowanie z » ~ do NU {0}
ko

f(z) = Ty + Thgsa” + Thgsor> + ... € NU {0}

skonczona ilosé




Rozdziat 3
Cwiczenia

3.1 Zadane na wykladzie 23.02.16

Uwaga: Cwiczenia zadane do domu sg niesprawdzone, zatem mogq byé blednie rozwigzane.

3.1.1 Pokazanie, ze g* z twierdzenia jest homomorfizmem

Mamy dane odwzorowanie g*: P* — F, gdzie P* = U{K: (K, g) € C dla wszystkich g: K — F'}
Wiemy ponadto, ze C jest tancuchem. Mamy pokazac:

g (x+y) =g (x)+9"(y)

WezZmy
rePP= 3 xCK Ng(x)=gi(2)
(K1,91)€C
yeP = 3 yCK ANg(y) =gy
(K2,92)€C

Z tego, ze C jest tancuchem wiemy, ze (Ki,¢g1) < (Ka,¢92) czyli K1 C Ky i gy rozszerza g; albo mamy
doczynienia z symetryczna sytuacja odwrotna (gdy (K2, g2) < (K71, g1)), przyjmijmy pierwszy przypadek.
Wtedy (pamietajac, ze g1, go sa homomorfizmami):

pE+y)=g9"@+y) =g"(@)+9"(y) = 91(x) + 92(y) = 92(x) + 92(y) = g2(x + v)

3.1.2 Kwaterniony Hamiltona - rodzielnos¢ dodawania wzgledem mnoze-
nia
Mamy pokazaé, ze x(y + z) = xy + xz oraz (y + z)x = yz + zx. Niech

r=a+bi+cj+dk y=e+ fi+gj+ hk z=t+ui+vj+ wk

x(y + 2) = (a+bi+cj+dk)[(e+t)+(f+u)i+(g+v)j+(h+w)k] = (ae+at)+(af+au)i+(ag+av)j+(ah+
aw)k+ (be+bt)i— (bf +bu)+ (bg+bv)k+ (bh+bw)j+ (cd+ct)j— (cf +cu)k— (cg+cv)+ (ch+cw)i+ (de+
dt)k—(df +du)j—(dg+dv)i—(dh+dw) = (ae—bf —cg—dh)+(af+be+ch—dg)i+(ag+bh+ce—df)j+(ah+
bg—cf+de)k+(at—bu—cv—dw)+(au+bt+cw—dw)i+(av+bw+ct—du) j+ (aw+bv—cu+dt)k = vy + 22
Drugi przypadek dowodzimy analogicznie.
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3.1.3 Iloczyn kwaternionu z elementem do niego sprzezonym

Niech ¢ = a + bi + ¢j + dk. Wtedy elementem sprzezonym do g nazywamy ¢ = a — bi — ¢j — dk
Liczac ich iloczyn mamy:

q- = (a+bi+cj+dk)(a—bi—cj—dk)
= a® — abi — acj — adk + abi 4+ b* — bck — bdj + acj + bek + ¢ — cdi + adk + bdj + cdi + d°
:(1,2+b2+02+d2



Rozdziat 4

Stowniczek

4.1 Wyklad 22.02.16

semigroup - potgrupa
non-empty - niepusty
associativity - tacznosé
communativity - tacznosé
composition - zlozenie
bijection - bijekcja
theorem - twierdzenie
definition - definicja
coeflicient - wspotezynnik
subgroup - podgrupa
permutation - permutacja
idempotent - idempotentny
retraction - retrakcja
quotient group - grupa ilorazowa
assume - zalézmy

4.2 Wyklad 23.02.16

abelian - abelowa

unique - unikalny

solution - rozwigzanie

chain - tancuch

upper bound - ograniczenie gérne
stricly bigger - istotnie wigkszy
skew field - cialo nieprzemienne

identity - identycznos¢

multiplication - mnozenie

translation - translacja

mapping - odwzorowanie

inverse - odwrotnos¢

example - przyktad

lemma - lemat

non-degenerable - nieosobliwe

matrices - macierze

equivalently - rownowaznie

coset - warstwa

invariant subgroup - podgrupa normalna
homomorphism - homomorfizm

kernel - jadro

inner automorphism - automorfizm wewnetrzny

extend - rozszerzac

divisible - podzielna

partially ordered set - zbiér czesciowo uporzadkowany
linearly ordered ser - zbiér liniowo uporzadkowany
maximal element - element maksymalny
contraddition - sprzecznos¢
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