Klasyfikacja punktéw krytycznych ukladéw liniowych w R?

Na samym poczatku naszych rozwazan chcieliSmy przypomnie¢ kilka pojec i definicji opisujacych uktady

liniowe na plaszczyznie i niezbednych do zrozumienia ich dzialania. Bedziemy rozpatrywaé réwnanie

autonomiczne:
= Ax (1)
. air  ai2| | . . :
gdzie A = jest stala macierza, a x jest wektorem dwuwymiarowym |21, z2]
az1 a2

Zatem nasz uklad rowniez piszac szczegétowo wyglada nastepujaco:

T1 = a11%1 + a127T2
(2)

T = G21T1 + G22T2

Def.: Punktem krytycznym powyzszego réwnania naszywamy punkt, w ktéorym & = 0 czyli méwiac w

skrécie punkt, w ktéorym pochodna sie zeruje

W naszym przypadku od razu widaé, ze punktem tym na pewno jest z = 0 (wtedy réwnanie (1) ma

postaé: & = A - 0 czyli prawa strona od razu jest zerem)
Def.: Uklad liniowy nazywamy ukiadem prostym, gdy nasza macierz A jest nieosobliwa (det A # 0)

Nasza klasyfikacje bedziemy rozwazac tylko dla uktadéw prostych w otoczeniu punktu krytycznego x = 0

W tym celu rozpatrzymy wielomian charakterystyczny naszej macierzy A:
p(N) =22 —tr(A)A+det A=0

gdzie oczywiscie trA = aq1 + agz jest $ladem macierzy A (czyli suma elementéw na przekatnej)

Wyliczmy teraz wartosci wlasne korzystajac z podanego wielomianu charakterystycznego:

A=tr(A)* —4-1-detA

trA — VA \ trA+vA
= — 9 = ——————

M 2 2

Wiadomo, ze znajomo$é wartosci wlasnych pozwala nam znalezé baze R?, w ktérej nasza macierz bedzie

miala posta¢ kanoniczna. Wlasnie takie macierze bedziemy rozpatrywac.



Przejdzmy juz do konkretnych przypadkow:

«[250]

Nasze rownanie ma w tym przypadku dwie rézne i rzeczywiste wartosci wlasne, a wektory wlasne
tworza baze kanoniczng R?

Macierz A ma postac:

0 A

Wstawiajac do ukladu (2) otrzymujemy:

Z:1:)\1'.131

117.2:)\2'$2

Rozwiazaniami powyzszego ukladu sa:

At Aot

z1(t) = cre xo(t) = coe

Mozemy teraz wyliczyc réwnanie orbit wykonujac pewne przeksztalcenia:

x = creMt Ty = coe2t
%11 = eMit Wstawiamy wyliczone ¢:
1
A2 log(ZL) M
1) — _ 2 logl =
log(£1) = At To = C2€ !
2
1 log(£L) 31
log(£1)™ =t Ty = cpe' ¥l
22
Ty = 026—11 Al
A
5
To = cxq

22
. _ Al
Czyli nasze xo = cx;

Mozna to zilustrowaé dla przypadkéw, gdy:
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W tych przypadkach punkt = = 0 nazywa si¢ wezlem, dodatkowo punkt jest stabilny stad nazwaé

go mozemy weztem stabilnym
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Tutaj punkt réwniez jest wezlem stabilnym, z ta réznica, ze do x = 0 zmierzamy po osi zs, a nie

x1 jak w poprzednim przypadku
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Mamy tu doczynienia z wezlem niestabilnym, sytuacja jest analogiczna dla Ay > Ay > 0
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Al =—-2, Ag =2 A =-5, =5

W tym przypadku punkt @ = 0 nazywaé bedziemy siodlem, jest ono niestabilne (po jednej osi
mamy zbieganie do 0, po drugiej odpychanie od 0)

Gdy A2 < 0 < A1 to nastepuje zamiana osi przyciagajacej i odpychajacej



.
Mamy tutaj dwie identyczne rzeczywiste wartosci wlasne

Gdy tej wartosci wlasnej odpowiadaja dwa liniowo niezalezne wektory to macierz A jest postaci:
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Tu z kolei mamy wezel gwiaZdzisty niestabilny

Jedli jednak wartosci wlasnej A odpowiada jeden wektor wlasny to macierz A jest postaci:

A:
1 A

Jak wida¢ macierz ta jest klatka Jordana, a nasze réwnanie (2) wyglada nastepujaco:



IIfl = )\.171

T+ Axo

Ty =

Gdzie rozwiazania takiego ukladu sa:

(ca + clt)e)‘t

To =

xr1 = cleM
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x = 0 jest tutaj nazywamy wezlem zdegenerowanym stabilnym
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Tu z kolei z = 0 jest wezlem zdegenerowanym niestabilnym



