Zad.1l

Tresé.

a) Wyznaczyé range elementu 50 w zbiorze czesciowo uporzedkowanym (N, | ).

Rozwigzanie.

Na poczgtek przypomnigmy definicje rangi. Rangg elementu a nazywamy maksymalng dtugosé tancucha
w przedziale («—, a| (gdzie («—,a] = {x € X: x < a}) i oznaczamy r(a). Z kolei dlugosc laricucha wynosi
|L| — 1, gdzie |L| oznacza ilo$é punktéw w laricuchu. Aby wyznaczyé rangi elementéw w jakimkolwiek
zbiorze najlepie) narysowac sobie diagram Hassego obrazujgcy zachodzqce relacje przy elemencie, ktorego
range musimy wyliczyc.

50

25

1

W tym przykladzie mamy dwa maksymalne laricuchy o dlugosci 3, zatem r(50) = 3.

Tres¢é.

b) Wyznaczyé range elementu {{1,2},{3,4},{5,6,7}} w zbiorze podziatéw zbioru {1,2,...,7} z relacjg
zawierania C.

Rozwigzanie.

W tym przykladzie oczywisScie moznaby narysowac diagram Hassego, jednak bytby on bardzo zlozony z
racyi faktu, zZe naszym zbiorem sa podziaty zbioru. Zauwazmy, Ze potrzebna nam diugo$é najdiuzszego
tancucha tgczgeego nasz podzial zbioru, ktorego range wyliczamy z najdrobniejszym podziatem, ktory w
tym przypadku wyglgda nastepujgco:

{1}, {23, {3}, {4}, {5}, {6}, {7}}

Najdtuzszy tancuch tgczgey musi byc konstruowany tak, aby w kazdym z jego elementow lgczyé ze sobg
tylko dwa zbiory, a nie wiecej. Oczywiscie takich laricuchow jest wiele, gdyz mozemy np. polgczyé na
poczgtku zbiory {1},{2} w zbior {1,2}, lecz mozemy réwnie dobrze polgczyé {4},{5} w zbior {4,5}.
Ponizej prezentujemy wycinek z diagramu Hassego z jednym z moZliwych tancuchow maksymalnych.

{{1,2},{3,4},{5,6,7}}
{{1,2},{3,4},{5,6},{7}}
{{1,2},{3,4}, {5}, {6}, {7}}
{125, {3}, {4}, {5}, {6}, {7}}
{13423 {3), {4}, {53, {6}, {T}}

Jak widaé r({{1,2},{3,4},{5,6,7}}) = 4.



Zad.2
Treéé. Mamy dany zbiér X = {1,2,...,11} oraz dwa podzialy zbioru
m={{1},{2,3}, {4}, {5,6}, {7}, {8,9}, {10}, {11}}
o= {{1},{3},{2,4}.{5,6},{7},{8,9, 10}, {11}}

Wyznaczyé m Ao oraz mV 0.

Rozwigzanie.

Musimy znaleZé¢ m N\ o czyli infimum oraz wV o czyli supremum obydwu tych podziatow. Infimum sta-
nowic bedzie podziatl drobniejszy od obydwu z wyzej wymienionych, ale jednoczesnie bedzie to musiat byc
mozliwie "najgrubszy” podzial zawierajgcy sie zarowno w m jak © w o. Przedstawimy teraz z czego bedzie
sie on skladal. Zbior {1} powtarza sie w obu podzialach, zatem on pozostaje, nastepnie badamy {2, 3}
i {4} z w1 {3} i {2,4} 2z 0. Nie ma Zadnych wspdlnych zbioréw, zatem musimy rozbi¢ je na zbiory
jednoelementowe {2}, {3}, {4}, kolejny jest zbior {5,6} powtarzajgcy sie w pi i w o, zatem i on zostaje
w infimum. Potem badamy {7}, {8,9},{10} z7 i {7},{8,9,10} z 0, zauwazamy, ze wspdlny jest jedynie
podzbior {8,9}, zatem jego zostawiamy w calosci, a reszte rozbijamy {7},{10}. Na koniec dolgczamy
wspdlny element {11}. W sumie mamy

m Ao = {{1},{2},{3}, {4}, {5,6}, {7}, {8,9}, {10}, {11}}

Z supremum sytuacja bedzie analogiczna, lecz w drugq strone. Poszukiwac bedzie podzialu ”grubszego”
od 7 i od o, lecz mozliwie najdrobniejszego zawierajgcego w sobie podzialy m i 0. Oczywiscie {1} jest w
obu zbiorach takie samo, jednak dla {2,3},{4} z 7 i {3},{2,4} 2z o jedynym nadzbiorem zawierajgcym
je jest {2,3,4}, nastepne jest {5,6} z zaréwno 7 jak i o, podobnie sytuacja ma si¢ ze zbiorem {7}. Dla
zbiorow {8,9}, {10} z m i {8,9,10} z o jedynym nadzbiorem jest {8,9,10}. Na koniec jak poprzednio
dodajemy {11}. Reasumujgc mamy

7V o ={{1},{2,3,4},{5,6), {7}, {8,9, 10}, {11}}

Na koniec prezentujemy istotng uwage przydatng do sprawdzenia poprawno$ci wyliczania infimum i
supremum.

“Infimum dwoch elementow zawiera sie w nich obydwu, a supremum dwoch elementow za-
wiera je obydwa.”
— Piotr Mikula, Komplety Zabrzanskie



Zad.3

Tresé.
Dla podanego diagramu Hassego wyznaczyé macierz wartosci funkcji Mobiusa.

g

Rozwigzanie.

Na poczgtku ustalmy wymiar naszej macierzy, mamy 7 elementéw, zatem M (p) bedzie wymiaru 7 x 7.
Kolejnos$c ustawiania elementéow zaréwno w wierszach jak i w macierzach niech bedzie alfabetyczna (czyli
a,b,c,d,e,f,g). Elementy pod przekging macierzy od razu wypelniamy zerami, gdyz kierujemy sie zasadg,
zZe M(p)[i, j] = p(i,j), a z postaci wzoru funkcji Mobiusa wiemy, ze wystepujg tam tylko nieréwnosci <
(nie ma w drugq strone >). Sted mamy

o O O O O O
o O O O O
o O O O

o O O

0
0 0

Kolejng wazng rzeczq jest fakt, ze p(x,x) =1 dla x € P. Zatem przekgtna sklada sie z samych jedynek.
Doktadamy jg do macierzy i uzyskujemy

O OO O OO O =

O O O O o =
o O O O
o O O =

1
0 1
i 00 1]

Teraz zajmiemy sie elementami sgsiednimi. Aby wyliczycé ich warto$é jak 1 wartosci na pozostatych
punktach przypomnigmy wzor na funkcje Mobiusa

> ulzy) =1

z€[z,y)

lub alternatywnie

Z p(z,z) = -1

z2€(z,y]



Korzystajgc ze wzoru pierwszego, gdy mamy x <- y w przedziale [x,y) znajduje sie wylgcznie z = x,
zatem p(z,y) = p(x,y) = —1, co infomuje nas, zZe zawsze funkcja Mobiusa pomiedzy sqgsiednimi punktamsi
przyjmowac bedzie wartosci —1. W naszym grafie sq¢ to punkty a —b,a —c,a —d,b—e,c—e,d —e,c —
frd—f,e—g, f —g. Uzupelniamy macierz wartosciami —1 na tych punktach.

1 -1 -1 -1

0 1 ~1

00 1 1 -1
00 0 1 -1 -1
00 0 0 1 ~1
00 0 0 0 1 -1
000 0 0 0 0 1 |

Kolejng prostg rzeczq sa elementy nieporownywalne, na ktorych wartosci podobnie jak na elementach
pod przekgtng wyniosqg 0. U nas sa to pary b —c,c —d,b—d,b— f,e — f. Uzupetniamy macierz zeramsi
na tych punktach.

1 -1 -1 -1

o 1 0 0 -1 0

o 0 1 0 -1 -1

o 0 o0 1 -1 -1

o 0 0 o0 1 0 -1
o 0o o0 o0 0 1 -1
o0 o0 0 0 0 1

To tyle z banatow. Pozostate wartosci wyliczyé musimy korzystajgc ze wzoru. Rozpiszemy metode pod-
stepowania dla p(a,e). Przypomnigmy wzor

> pla,z) =-1

z€(a,€]

Zavwazmy, ze

S nla,z) = Y nla,2) + pla,a) = —1+1=0

2€a,e€] z€(a,e]

Zatem rozpisujgc mamy

pla; a) + pla, b) + pla, ) + pla, d) +p(a,e) = 0

1 -1 -1 -1

Przerzucajgc wynik na drugg strone uzyskujemy

pu(a,e) =2

Analogicznie rozpisujemy pozostate przypadki.



u(d, g) = —(p(d,d) + p(d,e) +pu(d, f)) = —(~1) =1
ple, g) = —(ple,c) +ple.e) + ple, f)) = =(=1) =1
wla, g) = —(p(a, a) + p(a, b) + pla, ¢) + p(a, d) + pla, e) + p(a, f)) = —1
—_— —\— Y—— Y—— Y—— Y——

1 -1 -1 -1 2 1

Pozostaje nam tylko uzupelni¢ macierz wyliczonymi wartosciami.

(1 -1 -1 -1 2 1 —1]
01 0 0 -1 0

00 1 0 -1 -1 1

00 0 1 -1 -1 1

o0 0 0 1 0 -1
o0 0 0 0 1 -1
00 0 0 0 0 1 |

Zad.4

Tresé.
Niech (X, <) bedzie zbiorem czesciowo uporzgdkowanym, lokalnie skonczonym. Wyznaczyé splot n* kK i
opisac stowami uzyskany wynik.

Rozwigzanie.
Na poczgtku zapiszemy postacie funkcji n i k
1, gdyz<yhz#y L gdyx <y
n(z,y) = : k(r,y) = :
0, w przectwnym przypadku 0, w przectwnym przypadku

Przypomnijmy definicje splotu dwdch funkcyi.

(f*g)(x,y)= > flx,2) 9(zy)

r<zLy
W naszym przypadku mamy zatem
(n * K) Z n(x, z) - k(z,y)
r<zLy

Skupmy sie na funkcji k. Jej wartos¢ jest rowna 1 tylko, gdy z jest bezposrednim poprzednikiem y, w
inych przypadkach zeruje ona iloczyn. Funkcja n z kolet jest rowna 1 na elementach mniejszych od, ale
nie rownych z. Konkluzja jest taka, Ze warto$é splotu tych dwoch funkcji daje nam ilos¢ bezposrednich
poprzednikow elementu y, ale wykluczajgc 2-elementowe tancuchy.

Przyklady obrazujgce dziatanie splotu (n* k) :

o fancuch



d
c
b
a
o Kilka poprzednikow
d
b c
a
(nxk)(a,d) = Y nla,z)k(z,d) =n(a,a) - k(a,d) +n(a,b)-k(b,d) +n(a,c)- ke, d) +n(a,d) - k(d,d) =
asz<d TT S S G S G S
e Lancuch 2-elementowy
b
LL
(n*k)(a Znaz k(z,b) = H(,_)/-/ia/,ﬁ)/%—17H(a/,_bz-/ib/,ﬁ)/z0

0 1 1 0

Zad.5

Tresé.
Niech P bedzie zbiorem czesciowo uporzgdkowanym, lokalnie skoriczonym. Okreslamy zbior

Int(P) ={[a,b]: a,b € P,a < b} U{D}

Wykazaé, ze (Int(P), C) jest zbiorem czeSciowo uporzgdkowanym oraz Ze jest zbiorem lokalnie skoticzo-

nym.

Rozwigzanie.
Powiem szczerze, zZe to zadanie jest bardzo "metne” 1 Ze poprawnos$é tego rozwigzania nie jest potwierdzo-

na. Kierowatem sie glownie intuicjg. Na poczgtek musimy sprawdzi¢ czy zbior (Int(P), C) jest czeSciowo
uporzgdkowany. Musimy zatem sprawdzic¢ czy relacja C na tym zbiorze jest zwrotna, antysymetrycz-

na i przechodnia.



e Zwrotnosé
Musimy pokazaé

Y xCux
ze€Int(P)

Zastanowmy sie jakiej postaci sq elementy z Int(P). Sq to albo przedzialy postaci [a,b] albo zbior
pusty 0. Zatem rozwazamy dwa przypadki

— x = |[a,b]

Wiedy [a,5] C [a.8]
—x=0

Wtedy 0 C 0/

Zatem relacja jest zwrotna.

o Antysymetria
Musimy pokazac

V xCyhyCr=z=y
x,y€lnt(P)

Tutaj tez nalezy rozwazyé doktadnie 22 = 4 przypadki wyboru elementéw x i y.

—x=la,b y=]cd|
Wtedy [a,b] C [c,d] A [e,d] C [a,b] = [a,b] = [¢,d] +/
—x=a,b] y=0ix=0 y=/[a,b] - przypadki niemozliwe (pustospeinione (?))
Rozpisujge [a,b] CSOA O C [a,b] = [a,b] = 0 oraz w drugim przypadku symetycznie.
NI N
niemozliwe niemozliwe
Te przypadki rozpoczynajq calq serie sytuacyi, gdy mamy w warunku zawieranie sie przedziatu
w zbiorze pustym co jest sytuacjg niemozliwg, bo przedzial postaci [a,b] zawsze ma w sobie
chociaz jeden element, a zbior pusty nie ma Zadnego. Zatem taki przypadek jest niemozliwy
do osiggniecia.
—z=0 y=10
Wtedy 0COANDCO=0=0

Zatem widzimy, Ze relacja jest antysymetryczna.

e Przechodniosé
Musimy pokazaé

Y rCyNyCz=axCz
z,y,2€Int(P)

Najgorszy przypadek, musimy rozwazyé 23 = 8 mozliwosci wyboru x,y, 2 € Int(P)
—x:[a,b] y:[cad] Z:[eaf]
Wiedy la,b] C [c,d] A c,d] C e, f] == [a,b] S [e, f] /

—xz=1a,b] y=/lc,d z=10 - przypadek niemozliwy
Weedy [a,5] C [e.d) A [e,d] € 0 = [a,5] C 0

niemozliwe niemozliwe

—x=la,b] y=0 =z=]lcd] - przypadek niemozliwy, patrz powyzej



—z=0 y=lab] z=]cd]

Wiedy 0 C (0,5 A [0, C o] = 0C [e.d]
—z=0 y=0 z=]a,b

Wtedy  COADC [a,b] = 0 C [a,b] /
—z=0 y=10

—xz=0 y=1la,b z=0 - przypadek niemozliwy, patrz przypadki wyzej

Relacja jest zwrotna, antysymetryczna i przechodnia, a zatem jest zbior (Int(P),C) jest zbiorem
czesciowo uporzgdkowanym.

Pozostaje zagadnienie lokalnej skoriczonosci. Rozpiszmy na poczgtek postac przedziatu z Int(P) o dwdch
koticach bedgcych przedziatami.

([0, 8], [y, 2] = {le;d]: [a,b] C [e,d] Ale,d] € [y, 2]}

Zavwazmy, Ze na mocy zaloZenia o zbiorze P przedzialy [a,b], |y, z| sq skoriczone. Czyli zawierajg one
skoniczong ilos¢é elementow, ktore moga byé poczqtkami/koticami przedzialow [c,d]. Sted wiemy Ze diu-
gos¢é przedziatu w Int(P) tez jest skoriczona. Ponizej prezentujemy przyktad obrazujgcy te zaleznosci.

Przyktad:
Niech P = 7, ustalmy w nich dwa przedzialy [1,3] = {1,2,3} oraz [0,4] = {0,1,2,3,4}. Sq to dobrzy
kandydaci na granice przedziatu w Int(P). Rozpiszmy przedzial o takich koricach.

[[1,3],[0,4)] = {[e, d]: [1,3] C [e,d] Al d) € [0,4]} = {[1,3], [1,4],[0,3], 0,4]}
Zatem
[[11,3],10,4]] | < oo

W przypadku gdy lewq granice przedzialu stanowi (), a prawq przedzial [y, z| to sytuacja wygleda naste-
PUJGCo.
0.1y, 2l] = {le.d): 0  [e.d) Afed] C [y, 2]}

Pierwszy warunek w koniunkcji jest zawsze spetniany, a z drugim sytuacja ma si¢ identycznie jak w
przypadku dwdich przedziatow omawiane) powyzej. Istotne jest zalozenie lokalnej skonczonosci zbioru P,
a co za tym idzie |[y, z]| < 0o, stad

[@, [y,z]” < 00

Sytuacja ostatnia czyli przedziat postaci [[a, b, (Z)} jest niemoZzliwa (zbior pusty nie moze zawieraé w sobie
Zadnego przedziatu). Zatem zbior (Int(P), C) jest lokalnie skonczony.

Dodatek dla Paulinii (i nie tylko)
Przeglad najwazniejszych funkcji z algebry incydencji:

o p(z,x)=1 S oplzy)=—-1lub Y p(x,z)=-1

z€|z,y) z€(z,y]




1, 2=y
o [Clwy) =4 b TSV
Y= 0, w przeciwnym przypadku

1, z=ylubxr <y
0, w przeciwnym przypadku

1, z<vy
0, w przeciwnym przypadku

1, z<vy
0, w przeciwnym przypadku

o n(z,y) :{

Przejdzmy do kilku istotnych splotéw funkcji wyzej wymienionych. W zadaniu 4 rozwazaliémy splot
(n % k). Teraz rozwazymy dodatkowo 3 inne i opiszemy co oznaczaja.

L (¢*Q)(z,y)

LA A
Sktadnik ((z, z) daje jedynke, gdy = < z, z kolei sktadnik ((z,y) daje jedynke, gdy z < y, zatem
iloczyn tych dwoch sktadnikow jest jedynka dla x < z < y co oznacza, ze wartosé¢ splotu oznacza
dhugosc przedziatu [z, y]

(€ * Oz, y) = |z, y]]

2. (k*Q)(,y)
(’i * C)(x,y) - Z = IQ(ZL’, Z) ' C(Z7y)

<2y
Sktadnik k(z, z) jest jedynka tylko, gdy z jest bezposrednim nastepnikiem z, sktadnik {(z,y) jest
mniej istotny, gdyz on jest zawsze jedynka. Zatem iloczyn jest jedynka, gdy z jest bezposrednim
nastepnikiem x czyli splotu oznacza ilo$¢ bezposrednich nastepnikéow elementu .

3. (Cxr)(x,y)
(Cxr)(z,y)= > =((w,2) Kz

LA AN
Sktadnik ((z, z) jest zawsze jedynka, zatem o tym kiedy iloczyn bedzie jedynka decyduje sktadnik
k(z,y), ktory jest jedynka, gdy z jest bezposrednim poprzednikiem y, stad wartosé splotu wyraza
ilos¢ bezposrednich poprzednikow elementu y.

Dodatek 11

Ranga w (N, | )

Dopisatem kilka istotnych wg mnie rzeczy. W zadaniu 1 z kolokwium musieliSmy wylicza¢ range elementu,
nie bylo to trudne, gdyz chodzito o element 50, ktorego range wyliczyliSmy na podstawie diagramu



10

Hassego. Co jesli mielidémy jaki$ wigkszy element np. 6727 Wtedy diagram bytby ogromny, jednak istnieje
wzér na wyliczanie rangi elementu w zbiorze (N, | ). Aby go uzyska¢ musimy mieé¢ rozktad liczby, ktore;
range liczymy
T=py ey
Wtedy
rx)=k+---+k,

W zadaniu pierwszym 7(50) = 3. Czy nasz wzér potwierdza te wartosé?
50 = 2" 5%

A zatem
r(50) =k +hke=14+2=3

Teraz z tatwoscia wyliczymy range elementu 672
672 =2°-3"- 7'
Zatem

r(672) = ki + ko +ks=5+1+1=7

Infimum i supremum w (N, | )

Kolejng istotna rzecza zwiazana ze zbiorem (N, | ) jest posta¢ infimum i supremum w tym zbiorze.
Niech:z;:pfl.-n.pflnjy:p?{l ..... Un

r Ny =NWD(x,y) = [[p"™
=1

eVy=NWW(z,y) =]] p;nax{xivw}
=1

Posta¢ tych dzialan moze postuzy¢ miedzy innymi do pokazania, ze zbiér (N, | ) jest krata dystrybu-
tywna.

Krata dystrybutywna - warunki réwnowazne

A propos krat dystrybutywnych interesujace jest zadanie, w ktorym pokazaé nalezy rownowaznosé po-
miedzy dwoma warunkami koniecznymi na bycie krata dystrybutywna.

zV(yAz)=(@Vy A@Vz)<=zAyVz)=(xAy) V(zAz)

Udowodnimy te rownowaznos¢ w jedna ze stron.
(=)
Zatézmy, ze
zV(yANz)=(xVy A(xVz)
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Zacznijmy rozpisywanie od prawej strony réwnosci, ktéra mamy wykazac.

(@Ay)V(zAz)=(@Ay)Ve)A((zAy)Vz) =
=zAN(zV(xAy)) =
=zA((zVa)AN(z2Vy)) =

= (@A EVI))AEVY) =2A(YV2)

Dowd6d w druga strone jest analogiczny. Do wyjasnienia pozostaje jednak czemu (x A y) V x = x oraz
z A (z V z) = x. Pokazemy rozumowanie dla pierwszej réwnosci. Zatézmy, ze x > y. Wtedy x Ay =y
awtedy yVae =x,zkoleijedliz < ytox Ay =xixVae =z Czyliza kazdym razem wychodzi x.
(Pamietam, ze byty jeszcze jakies rozwazania dla nieporownywalnych na zajeciach, lecz uwazam, ze sa
one muiej istotne).

Wspoétczynniki Gaussa
Wspotczynnikiem Gaussa nazywamy ilo$¢ k-wymiarowych podprzestrzeni liniowych zawartych w prze-

. Warto$¢ ta wyliczamy na podstawie nastepujacego wzoru.

k

o n
strzeni Fj i oznaczamy
q

[ n ] @ =D@ = (g )

k (" =D =1)-...-(¢g—1)

Przyktadowym zadaniem z tym zwigzanym moze by¢ przyktadowo udowodnienie ponizszej réwnosci:

]l

Rozpiszmy prawa strone rownosci ze wzoru.

[ n 1 @ =D@ T = (g )
n—k (@ F =D+t =1)- .- (¢—1)
_ (@ -D@ ' -1 (@ -T)
(q"*’“ — Dt =1)-..-(g—1)
(@' =D (=D (=) (-
(@ =1) (=1 (¢*F=1) .- (¢—1)
( ) -(qn"f“—l):[n]

@ - D@ -1 =1



