Materialy do kolokwium nr II

Na samym poczatku pragne zaznaczy¢, ze ponizsze materialy sa jedynie pomocnicze i nie zawieraja
pelnych i sprawdzonych rozwiazan zadan. Sa to jedynie szkice i pewne intuicje zwiazane z zadaniami z
zestawow IV, V, VI oraz wyjasnienia pewnych kwestii z wyktadéw. W ramkach zawarte beda niezbedne
wiadomosci z teorii do rozwigzania kazdego z zadan. Prosze NIE rozpowszechnia¢ tych materiatow bez
mojej zgody dalej, gdyz po nieprzyjemnej sytuacji przed I kolokwium zdecydowatem nie udostepniaé
przygotowanych przeze mnie notatek publicznie. Dzigki :)

Uwaga: na pewno nie bedzie zadan typu 7/z4 i 7/z5

Przykladowe zadania

Wzory Inwersyjne

Mamy napisa¢ wzory inwersyjne dla tancucha, (P(X),C) i (N, | ). Na poczatku przypomnijmy sobie
Wzory inwersyjne

Fe(z)= >, F-(y)
y: ysSw
Fo(z)= > F<(yuly,z)
y: ysz
e Lancuch
Oznaczmy tancuch jako X = {1,...,n}. Jedyne czego potrzebujemy do wyznaczenia wzoru inwer-

syjnego jest posta¢ funkcji Mobiusa dla tancucha

L, y=x

,UL(y,CE) = _17 y<x
0, w przeciwynym przypadku

Ustalmy x € X, wtedy
F_(z)= Y F<(y)uly,z) =1 -Fe(x)+(-1)- F<(z — 1) = Fe(x) — Fe(z — 1)
y: y<z

Suma znika, poniewaz funkcja u zeruje wszystkie wartosci poza tymi na bezposrednim poprzedniku
argumentu i argumentu réwnego y

e (P(X), Q)
W tym przypadku sytuacja ma sie podobnie, wystarczy nam znajomos¢ funkcji Mobiusa dla ro-



dziny podzbioréw zbioru X.

(_1)|AHB\’ BCA

B,A) =
1p.o) (B, A) { 0, w przeciwnym przypadku

Ustalmy A € P(X), wtedy

F_(A) = Fe(B)u(B, A) =
B BCA B: BCA

N

(B) - (—1)AI-11

Tutaj w sumie wszystkie zbiory spetniajg warunek dla wartosci (—1)41=18I funkeji Mobiusa zatem
suma pozostaje.

e (N, |)
Analogicznie jak powyzej, funkcja Mobiusa dla tego zbioru:
(m. n) = (=1)F, mlniZ jest iloczynem (bezkwadrat.) k liczb pierwszych (£ = p; - ... - py)
R AT, T0) = 0, w przeciwnym przypadku

Ustalmy n € N, wtedy wzér inwersyjny wyglada nastepujaco

Fon)= Y Fe(mu(mn)= Y Fe(m)-(~1)"

m: mln m: m|n

oczywiscie, gdy m|n i I jest iloczynem (bezkwadratowym) & liczb pierwszych.

Wyliczanie ilo$ci podzbioréw #1

Musimy udowodnié¢, ze liczba k-elementowych podzbioréw zbioru n-elementowego, gdzie podzbiory te

nie zawieraja elementéw lezacych obok siebie jest rowna ("f“) i oznaczamy ja f(n,k).

Przyktadowo dla zbioru {1,2,3,4,5} dobrze wybranym podzbiorem bedzie {1, 3,5}, a ztym {1,2,3,5},
bo 11 2 leza obok siebie. Zatem zachodzi¢ musi zaleznos¢:

a;+1< @it
ktora eliminuje wystepowanie elementoéw obok siebie. Przeksztalcajac ja mamy

a; < Qj4q — 1 (*)

Podzbidr k-elementowy, oznaczmy go przez A mozemy przedstawi¢ jako cigg punktéw aq, ..., ax
A— (a,...,a)
Korzystajac ze wskazowki, ktora méwi, ze "Cigg (a1, . .., ax) jest ciggiem spelniajgcym warunek a; +1 <

a;+1 wtedy i tylko wtedy, gdy (aq,...,a, —k + 1) jest ciggiem rosngcym ze zbioru {1,... ,n—k+1}”71
z (x) konstruujemy ciag rosnacy postaci

G <a—1l<az—1—-1<---<a,—k+1

Zatem podzbiory k-elementowe przedstawione jako takie ciagi mozemy wybraé ze zbioru (n — k + 1)-
elementowego co konczy nasze rozwazania i stad

k) = <n—ll§—|—1>



Wyliczanie ilo$ci podzbioréw #2

Musimy sprawdzi¢, ze liczba podzbioréw k-elementowych zbioru n-elementowego niezawierajacych dwoch

n
k

elementéw obok siebie oraz nie zawierajacych podzbioru {1,n} jest réwna nf(";k) i oznaczamy ja

g(n, k). Na poczatek krotkie przypomnienie z poprzedniego zadania a propos liczby k-elementowych

podzbioréow zbioru n-elementowego nie zawierajacych dwoch sasiednich elementow

k) = (n—Z+1>

Nasze rozwazania podzielimy na sytuacje, w ktorej interesujace nas podzbiory zawieraja i nie zawieraja

elementu n.

1. Pierwszym krokiem bedzie wyznaczenie takich k-elementowych podzbioréw z tresci zadania, ktore

zawieraja element n, zatem poszukujemy podzbioréw nie zawierajacych sasiednich liczb czyli

k) = (n—/;—i—l)

ktéore dodatkowo maja zawieraé element n, ale nie zawiera¢ podzbioru {1,n}. Na poczatek za-
uwazmy, ze mamy mie¢ element n w kazdym z podzbioréw, zatem powinnismy wybiera¢ o jeden
element mniej ze zbioru o jeden mniejszego czyli

()

nastepnie chcemy, aby nasze podzbiory nie zawieraty elementu 1, zatem musimy wybierac¢ ze zbioru

"

pomniejszonego o ten element.

. W tym momencie mamy wybrane k-elementowe podzbiory niezawierajace sasiednich wyrazow, za-

wierajace n i niezawierajace 1, w drugim kroku znajdziemy takie, ktore nie zawieraja n i jednocze-
snie mogg zawiera¢ 1, zatem rozpoczniemy od naszej podstawy czyli k-elementowych podzbiorow

)

Chcemy dalej wybierac zbiory k-elementowe, ale nie chcemy wybraé n, zatem musimy pomniejszy¢

)

bez sasiednich wyrazow

o nie zbiér z ktérego wybieramy uzyskujac

W tym momencie wartosci uzyskane w obu krokach nalezy doda¢ i w ten sposéb uzyskujemy

(

R R W B e e R = i el e R e (P P



Pokrycie minimalng iloscig tancuchéw zbioru P(X) #1

Niech X = {1,2,3,4,5}. Poszukujemy najmniejszej ilosci tancuchéw, ktére pokryja wszystkie podzbioru
zbioru X. W tym celu wyliczmy ile podzbior6w k-elementowych ma zbiér X dla k € {1,...,4}

0= ()= () ()

Rozpocznijmy budowe tancuchéw od najdiuzszego (ze zbiorem pustym i calym zbiorem).
Ly =0C{1} C{1,2} € {1,2,3} C{1,2,3,4} C{1,2,3,4,5}
Nastepnie zbudujemy tancuchy 4-elementowe nie wykorzystujac przy tym uzytych juz podzbiordw.
Ly ={2} € {2,3} € {2,3,4} € {2,3,4,5}
Ly = {3} € {3,4} € {3,4,5} € {1,3,4,5}
Ly={4} C{4,5} C{1,4,5} C{1,2,4,5}

Ls = {5} € {1,5} € {1,2,5} € {1,2,3,5}
Wykorzystaliémy zatem podzbiory wszystkie 1 i 4-elementowe, kolejne tancuchy beda zatem 2-elementowe
(oczywiscie budujemy z pozostaltych nam podzbioréw).

L¢ ={1,3} € {1,3,4}

Ly ={1,4} C {1,2,4}
Lg = {2,4} C {2,4,5}
Ly = {2,5} C {2,3,5}
Lo = {3,5} C {1,3,5}

Zatem wskazalidémy najmniejsza ilo§¢ (10) tancuchéw pokrywajacych P(5). To zadanie rozwiazac réwniez
mozna stosujac Twierdzenie Dilwortha. Jego uzycie prezentuje ponizsze, analogiczne zadanie

Pokrycie minimalng iloscia tancuchéw zbioru P(X) #2 (Tw.Dilwortha)

Wyliczymy minimalna ilosé tancuchéw P(X) dla X = {1,2,3}
Na poczatek przypomnimy twierdzenie Dilwortha

W dowolnym skonczonym zbiorze cze$ciowo uporzadkowanym maksymalna licznos¢ antytancucha jest
rowna minimalnej liczbie tancuchow, ktore pokrywaja zbior P.

W celu tatwiejszego wyliczenia maksymalnej dtugosci antytancucha zbudujemy diagram Hassego do
zobrazowania relacji miedzy podzbiorami.



{1,2,3}

Na czerwono zaznaczylismy jeden z mozliwych antytancuchéw maksymalnych AL = {{1}, {2}, {3}}, jego
dtugos$¢ wynosi 3. Jesli liczylibysmy metoda z poprzedniego zadania to rowniez otrzymamy 3 tancuchy
pokrywajace P(3)

Ll = {®7 {1}’ {1’ 2}7 {17 27 3}}
Ly = {{2}7 {273}}
Ly = {{3}7 {173}}

Pokrycie minimalng iloscig tancuchéw zbioru I, x Ij

Niech I, = {1,2,3,4}, Is = {1,2,3,4,5}, relacja w produkcie takiej postaci jest

(a,b) < (¢,d) & a<cANb<d

Zadanie to rozwiazemy w formie rysunkowej (za pomoca diagramu Hassego). Widzimy z postaci diagra-
mu, ze maksymalna dtugos$¢ antytancucha wynosi 4 (oznaczono go czerwonymi kropkami). Z twierdzenia
Dilwortha wnioskujemy, ze mamy 4 tanicuchy pokrywajace zbior I, x I5, sa one zaznaczone na rysunku.




Systemy reprezentantéow

Mamy dany zbiér {1,2,3,4,5}. W celu sprawdzania czy mozna wybrac system reprezentantéw przypo-
mnijmy nieréwnos¢ Halla, jesli jest ona spetniona to da si¢ wybrac system reprezentantow, jesli nie to
nie jest to mozliwe.

U 4.

icJ

> | ]

Mamy do sprawdzenia cztery ponizsze ciagi, ponadto jesli nie znajdziemy systemu reprezentantow to wy-
bierzemy cze$ciowy system reprezentantéw (wyrzucimy przeszkadzajace nam zbiory), na koniec podamy
rowniez ilos¢ systeméw w kazdym przypadku

a) ({1},{2,3},{1,2},{1,3},{1,4,5})
e e e e e
Al A2 A3 A4 A5
Nie jest spelniony warunek Halla, gdyz

AU A U AU Ay =3 <4=1J]
Czesciowym system reprezentantéw jest (1,2,3,4) lub (1,2, 3,5) wybrane z ciagu

({1},{1,2},{1,3},{1,4,5})
b) ({1,2},{2,3},{4,5},{4,5})

Tutaj mozemy wybraé szesé systemoéw reprezentantow: (1,2,4,5), (1,2,5,4), (2,3,4,5), (2,3,5,4),
(1,3,4,5), (1,3,5,4)

) ({1,3},{2,3},{1,2},{3})
—— —— ——
Al AQ A3 A4
Nie jest spelniony warunek Halla, gdyz

4

U 4

i=1

=3<4=1J|

Czesciowym systemem reprezentantéw jest np. ciag (2, 1, 3) wybrany z podzbioréw ({2, 3}, {1, 2}, {3}).

d) ({1,3,4},{1,4,5},{2,3,5},{2,4,5}) W tym przypadku mamy wiele mozliwosci wyboru systemu re-
prezentantow np. (1,4,3,2) lub (3,4,2,5). Dokladna liczbe systeméw reprezentantéw wyliczymy
stosujac nastepujace twierdzenie

Liczba systeméw reprezentantéw dla ciggu (A, ..., A,) jest réwna per(AT) gdzie A jest macierza

incydencji ciagu (A;,...,A4,) .

o

I
O R Rk O
—_ =0 O
—_ O = = O
—_ = O = O




0 0 1 1 1 0 1 1 1 0 O
per(AT) = per =per|{ 1 1 0 1 +per| 0 1 0 1 +per| 0 1 1
1 0 1 1 0 1 1 1 0 1 0
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Jak liczy¢ permanent matych macierzy? Przyktadowo
1
per( 0 1>:1-0—|—1-1—|- I+ 114 -1+ -0=4

lub

per( 1 (1) 1 ) =per(11l) + per(11) =2+ 2

gdyz

o: {1} = {1,2}

Systemy reprezentantéw - wzor indukcyjny

Niech n > 3. Pytamy ile system6w reprezentantéw ma ciag (Aj,. .., A,) podzbiorow zbioru X, gdzie
Ay ={1,2}, A, {i—1,4,i+1},i=2,...,n—1, A, = {n —1,n}? Oznaczmy a, jako liczbe systeméw
reprezentantéw ciagu (Ai, ..., A,). Bedziemy starali wyznaczy¢ liczbe a,y1 na podstawie mniejszych
ciaggow podzbioréw. Zatem wiemy, ze

{1,2},{1,2,3},{2,3,4},...,{n — 1,n}

an

Nas interesuje wyznaczenie

{1,2},{1,2,3},{2,3,4},....{n = 1,n,n+ 1}, {n,n + 1}

An41

Rozwazymy dwie mozliwosci. Na poczatek do naszego systemu reprezentanéw wybierzemy z pierwszego

podzbioru 1, wtedy

1—{2,3} —{2,3,4} — ... — {n—1,nn+1} — {n,n+1}

an

Teraz rozwazymy druga sytuacje, ze w naszym systemie reprezentantow z pierwszego podzbioru wybie-
ramy element 2, mamy wtedy

2 —{1,3} — {3,4} — {3,4,5} — ... {n—Lin,n+1} — {n,n+1}

Gn—1

Jednak tutaj mozliwa jest tylko sytuacja

2—1—1{3,4} — {3,4,5} — ... —{n—-1Lnn+1} — {n,n+1}

an—1




gdyz dla drugiej sytuacji

2—3— 4 — 5 — ... — n-+1 — ?
~— ~~ —— ~—~
z {3,4} z {3,4,5} z {n—1,n,n+1} z {n,n+1}

brakuje nam elementu do wyboru z ostatniego podzbioru (czyli nie istnieje system reprezentantow).
Sumujac obie mozliwosci mamy
Upt1 = Qp + Ap—1
Jak widac jest to troszke zmieniony ciag Fibonacciego, gdyz
az = fi
U nas za poczatkowe elementy nalezy przyja¢ wtedy

(10:1 a1:1 CL2:2

Lancuchy w produkcie liczb zespolonych - zapowiadane zadanie!

Przytoczmy tresé zadania: Czy kazdy tancuch w zbiorze A = {(x,y) € Z X Z: x < 0Nz +y < 0} jest
skonczony? Czy dlugosci tancuchéw w tym zbiorze sa wspolnie ograniczone? Dla kazdej liczby naturalne;j
n podaj przyktad nieskonczonego podzbioru zbioru B, w ktéorym maksymalna dtugosé tancucha wynosi
n. Na poczatku zauwazmy jak wyglada relacja w zbiorze Z x Z

(a,b) < (¢,d) & a<cAb<d
Korzystajac z niej odpowiemy na pytania:
e Czy wszystkie tancuchy sa skonczone? Nie, gdyz istniejg tancuchy nieskonczone np. tancuch L.
e Czy dlugosci tancuchow sa wspoélnie ograniczone? Nie, gdyz mamy tancuchy nieskonczone.

e Ustalmy n € N, aby pokazac¢ o jakie zbioru chodzi, niech przyktadowo n = 3, wtedy zbiorem
nieskonczonym jest zbiér B = {(z,y): < =3 Az +y= -3} U{(z,y): 2 = -3 AN -3 <y <0}

Aby lepiej przedstawié¢ nasze rozwazania potrzebne informacje zostaly zobrazowane na rysunku.




Dodatek - Skrét najwazniejszych rzeczy z wykladu

Omawianie twierdzen i definicji rozpoczne od strony 13 (od faktéw po funkeji Mébiusa, ktéra byta na

zesztym kolokwium).

Jesli mamy dwa odcinki izomorficzne ze soba [z, y] = [z, t], to maja one identyczne wartosci funkcji
Mébiusa p(z,y) = p(z,t)

Dla izomorfizmu zbioréow czesciowo uporzadkowanych ¢: Py — Py mozna okredli¢ izomorfizm

algebr ¢: A(P;) — A(Py) wzorem VY Vo o(N)zy) = fle(x), ¢(y)).
FEA®)) wyEPy

Funkcje f: P — R nazywamy sumowalng jedli dla kazdego z € P w sumie G(z) = > f(y)
y: ysSe
wystepuje tylko skoniczona liczba sktadnikéw réznych od zera (ponadto G tez jest sumowalna).

Wzér inwersyjny Mobiusa

Fe(z)= . F-(y)

Y YST

Fo(z)= ) Fo(yuly,z)

Yy ysw

Dualna wersja wzoru inwersyjnego Mobiusa

Fr)= Y F(y)

Yy y2x

Fo(r)= ), Fx(y)ulz.y)

Y y2x

Jezeli P* = (P, <*) jest porzadkiem dualnym do zbioru lokalnie skoniczonego i cze$ciowo uporzad-
Kowanego t0 i (2,4) = pp(r, )

x,ye

Jesli Py i Py sg skonczonymi zbiorami czedciowo uporzadkowanymi, to dla z,z € Py, y,t € Py
mamy fp, xp, (< &,y >, < z,t >) pp, (z, 2)up, (y, t) (mozna to uogdlni¢ na dowolna liczbe zbioréw).

Dla zbioréw lokalnie skonczonych i czesciowo uporzadkowanych P; mozna zdefiniowaé nastepujacy
zbior @ = {z € X P;: Iz = {i € I: z; # 0} jest skoniczony }
iel iel
Jezeli x < y iy # 0, to odcinek [z, y] zbioru X P; jest izomorficzny z odcinkiem [Z,y| zbioru
i€l
Xiery P, gdzie T = x;, y = y; dlai € Iy

Jezeli P = X, P; gdzie P; sa lokalnie skonczonymi zbiorami czesciowo uporzadkowanymi, to dla
dowolnych z,y € P, takich ze x < y mamy pp(z,y) = [] we,(2i, v:)

i€ly
Funkcja Mébiusa zbioru (N | ) jest réwna

(=1)%, mlni L jest iloczynem (bezkwadrat.) k liczb pierwszych (£ = p; - ... - py)

N(N,|)(m7n) = { 07 W przeCiWnym przypadku
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Funkcja Mo6biusa kraty 11, jest dana wzorem

(. 8)(~1) T (ny — 1

gdzie m < § oraz N — J oznacza liczbe blokéw podziatu 7 zawartych w j-tym bloku podziatu §
Jezeli S jest zbiorem skonczonym, a Pi,..., P, jest ciagiem podzbioréw S to funkcje v: S — R

nazywamy funkcja wagi, dla Y C S przyjmujemy v(7T') = Z v(a)
acT

Gdy {1,...,n} - zbiér indekséw podzbioréw Pi, ..., P,, dla dowolnego U C X mamy
Ewy=e[Arn N eV =o(nRnsy A A
i€y JEX\Y i€y jeX\Y

rm=o(Nr)- X FE

€Y Z:z2y

Jesi ZT CSiZNT=0,tov(ZUT)=0v(Z)+v(T).

F/<Y) = ZZ: ZCY F:(Z>

U(UPZ):E”:U(B)— o wBNnP)+ Y. vw(PNPNP)—...

JjeX i=1 Ii<jsn 1<i<j<k<n
Waga zbioréw nalezacych do doktadnie k sposréd P, ..., P, zbioréw jest rowna
v=> (") s o(ne
m=k Z:ZCX \ieZ
| Z|=m

Jednoargumentowa funkcja Mobiusa

(—=1)*, gdy m jest iloczynem k réznych liczb pierwszych
0, w przeciwnym przypadku

Funkcja Eulera

@(n):Hk’i1<l€<n/\NWD(n,k):1}|:n.H<1_;>

pln

Twierdzenie Dilwortha: W dowolnym skonczonym zbiorze czesciowo uporzadkowanym mak-
symalna liczno$¢ antytancucha jest réwna minimalnej liczbie tancuchéw, ktore pokrywaja zbior

p.

Dualna wersja twierdzenia Dilwortha: W dowolnym zbiorze czesciowo uporzadkowanym (P, <)
maksymalna liczno$¢ tancucha jest réwna minimalnej liczbie antytancuchow, ktore pokrywaja P.

Kazdy zbior czesciowo uporzadkowany o co najmniej rs+ 1 elementach zawiera tancuch o licznosci
r + 1 lub antytancuch o licznosci s + 1.
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e Kazdy ciag n > rs + 1 liczb rzeczywistych zawiera podciag niemalejacy o r + 1 elementach lub
podciag malejacy o s + 1 elementach.

o Kazdy r? + 1 ciag liczb rzeczywistych zawiera podcigg monotoniczny diugosci r + 1.
y ag

U4

ieJ

e Warunek Halla: Dla kazdego zbioru J C {1,...,n} zachodzi > |J| (jesli warunek ten

jest spetniony to istnieje system reprezentantow).



