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Rozdziatl 1

Procesy Stochastyczne

1.1 Wyktad 1 (03.03.15): Proces Wienera

Proces Stochastyczny
Niech (9, A, P) bedzie przestrzenig probabilistyczna, (F,€) przestrzenig mierzalna (np. E =R lub E =
R™), a T dowolnym zbiorem (np. T'=R,T = R; U{0},T = N, oznaczaé¢ bedziemy nim najczesciej czas).

Procesem Stochastycznym o wartosciach w F nazywamy rodzine zmiennych losowych X = (X¢)er
przyjmujacych wartosci w F

teT X;:Q — R - zmienna losowa

weN t— X (w)

Trajektorig procesu X nazywamy funkcje t — X;(w)
Proces stochastyczny bedziemy oznacza¢ albo X = (Xy)ier albo X : T x Q — R

Def.: Proces (Xi)ier, T C R ma przyrosty niezalezne jesli dla dowolnych ¢y < ¢ < ... < ¢, ze

zbioru T' zmienne losowe Xy, Xy, — Xy, Xt, — X4y, ..., X, — Xt,,_, 5@ niezalezne.

Def.: Méwimy, ze proces (X;)ier ma przyrosty stacjonarne, jesli X; — X zalezy tylko od t — s czy-
li
N X=X~ Xis — Xo

t>s2>0

1.1.1 Proces Wienera
Procesem Wienera (ruchem Browna) nazywamy proces stochastyczny W = (W,):>o taki, ze:
1. Wo =0
2. W ma przyrosty niezalezne
3. Dla 0 < s < t zmienna W; — W, ma rozktad normalny N(0,t — s)
4. Trajektorie sa ciggle z prawdopodobienstwem 1

Uwaga: ad.4 Istnieje zbiér A: P(A) =1 Aw € A.
t — Wi(w) jest funkcja ciagla na [0, 00)



Czasami zaklada sie, ze wszystkie trajektorie sa cigglte oraz Wy = 0

Def. Proces X = (X;)ier nazywamy gaussowskim jezeli wszystkie skonczenie wymiarowe rozklady
X sa gaussowskie tzn. wektor (X, ...Xy, ) ma rozklad gaussowski dla t;...t,, € T (dla wszystkich ¢;,t;)

Przyklady: Nastepujace procesy sa procesami gaussowskimi:
e X;=f(t)g f:T—R dowolna g~ N(0,1)
e Proces Wienera (W;):>o (zadanie do zrobienia)
e Most Browna X; =W; —tW; 0<t<1

Przyklady: Procesy (W2)i>o oraz (exp(W:))i=o nie sa gaussowskie.



1.1.2 Charakterystyka Procesu Wienera

Tw.: Proces (X¢):>0 jest procesem Wienera <=> gdy jest procesem gaussowskim o cigglych trajektoriach

p.n. takim, ze EX; = 0 oraz cov(X¢, X;) = min(¢, s)

Zadanie: Dla procesu Wienera W; : 2 — R™ udowodnié¢, ze zachodzi:
E||W, — W,|*| =n(n+2)|t — s|?
E|W, =W *|=n(t—s) t=s

Tw.: (Kolmogorowa o ciaglodci trajektorii)

Zalbzmy, ze proces { X, }:>0 spelnia nastepujacy warunek:

Dla kazdego T > 0 istnieja dodatnie state a, 3, D takie, ze E||Xt — XS|O‘| <D|t—s]'P s>0 t<T
Wtedy istnieje ciagla wersja procesu {X;}

(Xt)=0

(Y2)i>0 - ma ciagle trajektorie

we N, t—Y; - ciagla

(Y2)i>o0 jest ciagla wersja (X¢)i>o0

Plw:Y(w) =X(w), teT)=1

Trajektorie sa ciagle, ale nigdzie nie sa rézniczkowalne (jak funkcja Weierstrassa)

Tw.: Proces {W;};>0 jest procesem Wienera <= gdy:
HWy=0
2) Przyrosty sa niezalezne

3VEX; =0 EX?=1

3" Jeslit < s to Wy — Wy ~ Wy_g
4) Trajektorie procesu sa ciagle

} WtJrn - Wn ~ N(O,t)

Tw.: Zal6zmy, ze (X;) spelnia 1,2,4 warunek w definicje procesu Wienera (W zastepujemy X)
3a) X - ma przyrosty stacjonarne

3b) EX; =0 Var(X;)=1(EX?=1)

3c) EX} <ooAt>0

Woéwcezas X, jest procesem Wienera (warunek niekonieczny)

Tw.: Prawie wszystkie trajektorie procesu Wienera (W;);>0 sa funkcjami nierézniczkowalnymi w zadnym
przedziale tzn.

P( /\ t — Wi(w) jest rézniczkowalna w tg) = 0
to>0

Zadanie: Proces Uy = Wy — tW; t € [0, 1], W, - proces Wienera, nazywamy mostem Browna.

Wyznaczy¢ jego funkcje kowariancji U(t, s) = min(t, s) = ts

Zadanie: cov(Wy, W5) = min(t, s) (Trzeba korzystac z niezaleznych przyrostéw).



1.2 Wyktad 2 (10.03.15): Warunkowa wartos$¢ oczekiwana i Mar-
tyngatly
Warunkowa warto$é oczekiwana™

a) Wzgledem rozbicia przeliczalnego

Tw. Niech P(A) > 0 X : Q — R - zmienna losowa, EX < co
Wtedy E(X|A) = / Xdp

Przypomnienie: o-ciata
Fo = {0,Q} — o-cialo trywialne
o(A) ={0,92,A, A’} = F - najmniejsze o-cialo nietrywialne.

Przyktad:

—uzupelnié¢—

B(X|A) weA

BXIA) wga )

E(X|o(A)) = {
Niech A; - przeliczalne rozbicie Q2

O=J4 An4=0  PA)>0
icl
Jezeli X jest catkowalna oraz ]—" =o0(A;:i€l)to
E(X|F)(w)=> E(X|A)
el
b) Niech (Q,.A,P) - przestrzen probabilistyczna.
Jezeli F C A jest o-cialem zbioru Q, a £ :  — R jest calkowalng zmienng losowg na przestrzeni
probablistycznej to zmienna losowa 7 : 2 — R spelniajaca warunki

1. 7 jest funkcja F-mierzalna
2. A\ (/&173 /ndP)
AcF

nazywamy warunkowg warto$cig oczekiwang zmiennej ¢ pod warunkiem F i oznaczamy E(&|F)
Dzigki tej definicji tatwo mozemy udowodnié (x)

Tw. Niech A; - przeliczalne rozbicie 2

Jezeli X jest calkowalna to EX = ZE(X|AZ')’P(A¢)
iel

Dowdd znajduje sie w Jakubowskim

Uwaga Jezeli zmienna losowa ¢ jest calkowalna to

E(E{0,Q}) = E¢ pn. oraz E(€]A) = € pn.

gdzie A - najwieksze o-cialo zadane na .

Tw. Zalézmy, ze £ jest calkowalna zmienna losowa na przestrzeni probabilistycznej (22, A, P), a F C A
jest o-cialem pozbioru zbioru 2. Wowczas:



E(¢|F)) = B¢
2. |E(¢|F)| < E(|¢]|F) pn - przypadek nieréwnosci Jensena
Tw.
i. Jezeli zmienna losowa £ jest F -mierzalna to E(¢|F) =€ p.n.
ii. Jezeli £ = 0 to E(¢|F) =0
ili. Jezeli G C F jest o-cialem pozbioru zbioru ) to E(E(£|F)|G) = E(£|G) p-n
iv. Jezeli zmienna losowa 7 :  — R jest F-mierzalna i E|én| < 400 to E(&n|F) = nE(¢|F) pn

Tw. Zaldzmy, ze &1, &, sa calkowalnymi zmiennymi losowymi na przestrzeni probabilistycznej (€2, 4, P),

a F C A jest o-cialem pozbioru zbioru Q. Wowczas

1. Dla liczb rzeczywistych «, 8
E(agy + B&|F) = aE(&|F) + BE(S|F) pa

2. Jezeli & < & to E(&|F) < E(&]) pn

Def. E(X|Y) = E(X|o(Y))

Jezeli Y ma rozklad dyskretny i P(Y =y) > 0 to
1

EX|)Y =y) = 7/ XdP
W =937 =9 I,
Tw. Zalézmy, ze X 1Y posiadaja rozklady skokowe
Py(y) =P =y)
P(X Y)(v’ff y) P(X ==, Y )
Y)(z,y)
h(z) =" 2
L (y)

€S,
h - funkcja borelowska, taka, ze h(z) € L' (catkowalna)

S, - zbiér wartosci zmiennej losowej X

/00 h(z)g(X,Y)dx
= oile E(Jh(z)]) < o0

/ 9(X,Y)dx

— 00

Tw. Jezeli (X,Y) ma rozklad ciagly o gestosci g to E(h(x)|Y) =

Gdy /OO 9(X,Y)dx =0 to E(h(x)]Y) =0

— 00
Def. Prawdopodobienistwem warunkowym zdarzenia A € F pod warunkiem Y = y nazywamy

P(AlY =y) = E(14]Y = y) gdzie 14 jest zmienna losowa.

Tw. Jezeli (X,Y) ma rozklad ciagly z gestoscia g to

/ (X,Y)dx
P(X € BlY) =

[ sy

Martyngaly

Def. Jezeli T = N to wéwezas (X,,, Fy,) jest martyngalem gdy
E(Xpi1|Fn) = X lub E(Xy 41 — Xp|Fp) =
fncfnJrlC...C



E(Xpi1lFn) = Xn
E(X,|F,) = X, (wiemy to, gdy jest mierzalna)
E(Xpi1|Fn) = B(Xp|Fp) “ L B(X, 1 — X,|F) =0

Przyklad: Jezeli X,, = & +...§, gdzie &; - niezalezne zmienne losowe takie, ze E£ =0, a F,, = 0(&1...&,).-
Wtedy (X, Fn)orp jest martyngalem.

E(Xpi1 — XnlFn) = E(&nyi1|Fn) = E€py1 = 0 - mamy spelniony warunek (korzystamy z niezaleznosci
zmiennych losowych).

Przyklad: Jezeli X jest calkowalna zmienna losowa, F, - filtracja (F,, C Fpy1 C ... C)
X, = E(X|F,) wtedy (X, Fn)22, jest martyngatem.
E(Xp+1|Fn) = E(E(X|Fnt1)|Fn) = E(X|F,) = X, (liczymy wedlug najmniejszego).

Def. Rodzina zmiennych losowych (X;)ier jest adoptowalna do filtracji (Fy)ier jezeli zmienne loso-
we X; sa Fy-mierzalne dlat € T

Def. (X, Fi)ter gdzie EX; < 00 jest
e martyngalem jesli dla s <t s,t € T E(X, Fs) = X5
e nadmartyngatem jesli E(X;|Fs) < X

e podmartyngatem jesli E(X¢|Fs) > X,



1.3 Wyktad 3 (31.03.15): Proces Poissona, Calka Ito

Martyngatlowa charakterystyka procesu Wienera pochodzaca od P.Levy’ego
Jedli proces Xy, t > 0 jest martyngatem o ciaglych trajektoriach , a ponadto X? —t tez jest martyngalem

to X; jest procesem Wienera

Whiosek (wlasno$ci trajektorii procesu Wienera)

Prawie wszystkie trajektorie procesu Wienera sa wszedzie nierézniczkowalne, maja wahanie nieskonczo-
ne. Wariacja kwadratowa jest p.n. niezerowa.

Zadanie domowe: Podaé¢ dowdd, ze trajektorie sg nierézniczkowalne (ksiazka - Jakubowski)

Twierdzenie (zasada odbicia)
Jezeli {W}}+~0 jest procesem Wienera to

P(sup Wy > N)=2P(W, > N) N — dowolna stala
s<t

Dotyczy to np. czasteczek gazow.

Twierdzenie
Prawo wielkich liczb dla procesu Wienera:

W,
lim Tt =0 p.w

t—o0

Twierdzenie

Niech (P,) = {to ), ,tg,?i} n € N bedzie ciagiem podzialéw odcinka [a,b] takich, ze ||P,|| — 0
przy n — oo gdzie ||P || = supy \t(n) - tgi)l

My

Woéwezas S, Z Wi —wi

n—oo
—_

P b—a w L? (przestrzen funkcji catkowalnych z kwadratem).

Jezeli > || Py, \|<ootoS —b—apw.

Twierdzenie

/\ prawie wszystkie trajektorie procesu Wienera sg a-Holderowskie to znaczy istnieje zmienna losowa
a<l

C:Q— Rtaka, ze Wiy — Wi <Ch* A, o0

Twierdzenie (Prawa iterowanego logarytmu)

1. Lokalne prawo iterowanego logarytmu
Niech (W) - proces Wienera
/\ z prawdopodobienstwem 1 zachodzi

s20
Wyt Wy
e limsup M -1
=0\ /2tInln(})
o lim g VeV
=0 J2tinin(l)
e limsup M -1

=0 /2tInln(1)



Mianownik mozna zapisaé jako g(t) = y/2tInIn($) okreslone dla ¢ < é

2. Asymptotyczne prawa iterowanego logarytmu

7 prawdopodobienstwem 1 zachodzi:

e lim su L =1
tﬁfo V2tinlnt
Wi
o lim inf —— =-1
t—oo /2tlnlnt
| Wi

e lim tb_lg)o 7\/% =
Proces Poissona - wprowadzenie
Niech T bedzie zmienna losowa o rozkladzie wykladniczym o Sredniej i
PT>t)=e t>0
ET = é
T ma gesto$¢ G(z) = ae™

[e %4

a>0

WV

« - intenstywno$é
{T,} - ciag zmiennych losowych niezaleznych o jednakowych rozkladach T

Definicja
So=0

S, ma rozklad gamma o gestosci fan(z) =(n) la"z" " 1e®® x>0

Definiujemy nowa zmienna losowa N(t) (ilos¢ sygnaléw dla czasu t > 0)

N(t) =inf{n: Spt1 >t} <= {N(t) 2 n} = {S, <t}

T; - czasy oczekiwania na kolejne sygnaty

Sy, - czas oczekiwania na n-ty sygnatl

P(N(t) =n) = P(S, <t < Spt1) = P(Sp41 > t) — P(S, > t) = ... obliczenia gestosci ... = (at)” o—aw

n!

Otrzymaliémy rodzine zmiennych losowych N (¢) o rozkladach Poissona o $redniej A = at

(Ni)e>0 jest procesem stochastycznym - przykladem procesu sygnalowego

(0,+00) 5t — N(w,t) - trajektoria

Trajektoria procesu (Ny)iso - niemalejace funkcje schodkowe, prawostronnie ciagte o skokach jednostko-
wych.

Definicja
Rodzine zmiennych losowych (N (t));~0 nazywamy procesem Poissona z intensywnoscia o > 0 gdy

e N(0)=0

. /\ (s,s+1t) Wsipr, W, - zmienne losowe o przyrostach niezaleznych (fragment nieczytelny)
sk.

e Nyis — Ny ma rozklad Poissona o éredniej at s>0 ¢t >0

N(t) jest procesem Poissona.

Calka Ito

(o, F, P), F - filtracja

Definicja



Proces (X;);>0 jest adoptowalny do filtracji (F;)i>o jesli X jest F; - mierzalna dla kazdego ¢
Zadanie domowe: Sprawdzié, ze

hi(t,w) = Wi (w) jest adoptowalny

ha(t,w) = Wy (w) nie jest adoptowalny

Przypomnienie: Fi* = o(W, : s < t)

Definicja U = U(S,T) bedzie klasa funkcji
f:[0,400) x Q2 —R
(1) (t,w) — f(t,w) jest B x F - mierzalna
(17) w — f(t,w) jest F; - adoptowalne
f(t,-) jest Fi - adoptowalne (¢ ustalone)

T
(iii) E (/ f(t,w)th> < o0
Dla U Zdeﬁmujemy calke Ito

/ F(tw)dWy(w)

Wt - proces Wienera

a) I(¢) dla funkcji prostych

b) Potem pokazemy, ze kazdy f € U moze by¢ aproksymowany przez ¢y € U (prosta funkcja) i definiu-
jemy [ fdW, jako granice.

Definicja
Funkcja ¢ € U jest elementem (funkcjg prosta) jesli jest postaci ¢(t,w) = Zej( Wi, (1)

e;j sa Fy; - mierzalne.
S =1ty <..<t, =T - podzial odcinka
Definiujemy calke funkcji prostej

T
[ oltaWiie) = S e @)W, = W)

Jj=20

Lemat (Ito izometria dla funkcji prostych)

Jezeli ¢ jest ograniczonym elementem wtedy

o o) o{ )

Konstrukcja catki Ito
Krok 1: Niech g € U bedzie ograniczone i V,, t — ¢(t,w) bedzie ciagla. Wtedy istnieja elementarne

funkcje ¢,, € U takie, ze
T
E (/ (9— ¢n)2dt> -0
s

Definiujemy ¢y, (t,w) Zg W)y, e, (1)

T
¢n € U i poniewaz / (g — ¢n)?dt — 0 przy n — oo Y,
s

t— g(t,w) sa V, zatem E (fg(g - ¢n)2dt) — 0 przy n — oo



Zadanie domowe:

T
/ (g - ¢n)2dt —0



1.4 Wyktlad 4 (14.04.15): Calka Ito z Definicji

Przypomnienie:

It w) - proces stochastyczny

Funkcja ¢ € U jest elementarna (prosta) jesli jest postaci ¢(t,w) = Zej(W)]l[tj)tj+l](t) S6 / P/
J

Kontrukcja calki Ito S9 / P/
T

Chcemy skonstruowac calke postaci: / f(s,w)dWs dla f € U(S,T)
S
Krok I (byl na poprzednim wykladzie) S9 / P/

Bierzemy funkcje g € U ograniczona z ciagltymi trajektoriami. Wtedy istnieje ciag funkcji elementarnych

¢y, € U zdefiniowanych wzorem

®n (t7 w) = Z g(tj ) w)]l[tj ti+1](t)
J

Uwaga: jest to bardzo wazny i istotny wzér, podobnie jak wybdr ¢,
T

Chcemy policzyé / g(s,w)dWy
s
Podzial: S =ty < ... <t, =T

Krok IT  S11 / P4
Niech h € U bedzie ograniczong i ciggta funkcja, wtedy istnieje cigg funkcji ograniczonych g, € U taki,
ze gn(-,w) jest ciagle Ve | nen (ciagla trajektoria)

T
E(/S (h— gn) dt>_>o

Komentarz: Calka Riemanna (ustalamy w, calka po t, h ciagle, g, ciagle - catka po czasie)

Dowéd: Przypusémy, ze g(t,w) < M - ograniczono$é O

Def. 1, - nieujemne, ciagle na R takie, ze

i p(x)=0 < —

ii. /00 Y (x)dr =1

x>0

1
n

t
n(t.0) = [ nls = 01g(s,w)ds
0
Wtedy g, (-,w) jest ciagla
|gn (t,w)| < M
Poniewaz h € U, g,(t,-) jest Fi-mierzalna V,
T
Zad.dom: / (gn(sw) — h(s,w))?ds — 0 n — ooV,

s
Zatem z twierdzenia o ograniczonej zbieznosci

S

T
E (/ (h(t,w) — gn(t,w))2dt> -0 n—oo

Krok III  S15 / P4
Niech f € U. Wtedy 35, cu takie, ze h,, - ograniczone V,,

T
E(/ (f—hn)th> — 0 przy n— o0

S



-n flt,w) < —n
Definiujemy hy, = ¢ f(t,w) —n< f(t,w)<n
n ft,w) =n

Na koniec pokazujemy, ze f przybliza h,, $redniokwadratowo.

Odwracamy kroki
f € U = przyblizamy ja h,, = przyblizamy funkcjami z U ograniczonymi = te funkcje z U o cia-
glych trajektoriach przyblizamy ciagiem funkcji elementarnych ¢,.

Def. Caltka Ito S17 / P4
Niech f € U(S,T). Wtedy calka Ito zdefiniowana jest nastepujaco

/ ft,w)dWi(w) = lim O (tw)dWi(w)
s s

n—oo

gdzie ¢, jest ciagiem funkcji elementarnych spelniajacy warunek

S

E (/ (f(tw) — ¢n(tw))2dt> — 0 przy n— oo

Whn. Izometria Ito (wlasciwa)

Dla f € U(S,T)
2

T T
E / ft,wdwy(w)| =F / f2(t,w)dt
S N— S S——
catka Ito zwykla calka

Whn. Jezeli f € U(S,T), fn € U(S,T) oraz

T
E (/ (fn(t,w) — f(t,w))%t) — 0 przy n— oo

S
Wtedy
T 2y [T
/S Fults @) AW (w) 28 / F(t w)dWi(w)

S

Przyktad: 520 / P4

/thW _ Ly

o 20t 2

Latwo zauwazyé¢, ze S=0 T =t f(s,w) = Ws(w)
Dowéd:

On(s,w) = Z Wi, iy, t,,,)(t) oraz przyjmujemy oznaczenie Wy, = W
J
t

Wiedy ([ (0ns,) = W05 =
0

tit1
E Z/t (W, — W,)2ds | =
J J

S [ B - s =

tj

J
tit+1
E / (s —tj)ds =
g Yt



1
Z 2(t1+1 t;)? — 0, gdy At; — 0 (przyrost).

J
Zatem z definicji:
K z dcf calki
/WSdWS— lim /(;SndW
0

At; —0

N %ZW AW

Teraz musismy si¢ zastanowi¢ co chcemy otrzymac zatem:
AW;)? = W2y = W= (Wga = W) +2W; (W1 — W) = (AW;)? + 2W;AW;
Pamietamy, ze Wy =0
Wtedy W2 =Y AW]) =) (AW?) +2)  W;AW,
J

j
1 1
Przeksztalcajac otrzymujemy Z W;AW; = QWE ~5 Z(AWj)Q

J J
WZ=W7—0=W7-Wg=W. =W )+..+ W, -W)

Jn—1
2 Atj

Pokazalismy, ze Z(AWj) D% w2
¢

Stad / WsdWs =
0

Inne przyklady 524 /
D10 (t,w) Z W ()1 (1)

P2.n(t,w) = W%( )ﬂ[i ﬂ)(t)

- PRSI
J
t
/ (bl,n(t’ (A})th(W) = Z Wtj (Wtj+1 - Wtj)
J

/ Gon(t,w) AW (w) = > Wy (W, — W)

J

Py
it1

L
2 27

Wtedy FE ( / d1.n(t, w)dWi(w ) Z E(Wy,(Wy,,, —Wy,)) = 0 poniewaz s tu niezalezne przyrosty.
J

A w przypadku E (/0 ¢2$n(t,w)th(w)> = ZE(Wtj+1(Wtj+1 - W) = ZE((WtHI — Wtj)Q) =

Dt —ty) =T

J



1.5 Wyktlad 5 (21.04.15): Formuta Ito

Przypomnienie S4 / P5
¢TL t (U Zf ]I‘[t t]+1)(t)

1. 7 =t; - calka Ito

2.1 = %(tj +t;41) - catka Stratanowicza

Tw. f,g € U(0,T) 0<S<U<T 85/P5
Wtedy:

/fth /det+/ fdW;

T
ii) /S (cf +9)dW; =¢ det +/9 gdWy

iii) E </SdeWt> =0

T
iv) / fdW; jest F; mierzalna
0

Tw.(Nieréwnos¢ martyngalowa Dooba) S6 / P5
Jezeli M, jest martyngatem, takim, ze t — M;(w) jest ciagle p.w.
Wtedy p > 1,7 > 0,A > 0
P(sup My > \) < iE(|Mt|p)
0<t<T AP

Tw. Niech f € U(0,T). Wtedy istnieje t-ciagla wersja ~ S7 / P5

/  fls.w)dWa(w)

0 <t < T - tzn. istnieje proces J; o ciaglych trajektoriach na (2, F,P) taki, ze

P(Jy = /tde) =1
0

Whn. Niech f € U(0,T) dla kazdego T. Wtedy: S13 / P5

= /Ot f(s,w)dW,

jest martyngalem wzgledem F; i

1 T )
Pl S M= <33P /0 f(s,w) ds

0<t<T

Jednowymiarowy proces Ito 52 / P6



Niech W; bedzie jednowymiarowym procesem Wienera na (€2, F,P). Jednowymiarowy proces Ito (lub

caltka stochastyczna) to proces X; na (Q, F,P) postaci:

t t
X =Xo +/ ,u(s,w)der/ v(s, w)dWs
0 0
gdzie v € Wy zatem
t
P (/ v(s,w)?ds < oo dla kazdego t > 0) =1
0

Ponadto zakladamy, ze u jest Hiy-adoptowalna (tzn. o-cialo, takie, ze dla kazdego t Wy jest Hi-mierzalny)
i

t
P </ |p(s,w)|ds < oo dla kazdego t > O) =1
0

Jezeli X; jest procesem Ito to umownie zapisujemy

1 1
dX; = pdt + vdW; (d (2W3> = 5dt+ Wtth>

Tw. (Jednowymiarowa formula Ito) 54 / P6
Niech X; bedzie procesem danym przez:

dXt = /J/dt + ’Uth

Niech g € C%(]0 x o0) x R). Wtedy Y; = g(t, X;) jest procesem Ito i
dg dg 19%f
8 (t Xt)dt+ O (t Xt)dXt + 587
gdzie (dX;)? = (dX;)(dX}) jest zgodne 7 zasadami:

dt -dt=dt - dWy = dWy - dt =0

th . th = dt

dY, = (t, X:) - (dXy)?

Przyktady: S6/ P6

t
1. I= / W2dw,  X; = W; - proces Ito
0

g: Ry xR—-R g(t,a:)z%3
3 3 o
7?:08 52 =a? 5o = 2w

dY—t = ﬁf‘g(t, Wt)dt + (t Wt)th 2 612 (t Wt)
Y =g(t, W) = W3

d(W) W2th+ LoW,dt

/W%lw +/st
3 t
/WQdW _—t—/ Wds
3 0
2.1_/de
0

g(t,z) =tz
v, P
0z

Y't = g(t Wt) = tWt
d(tW,) = Wydt + tdWw,



t t
tWt =0- WO +/ ngS + / Sde
S—— 0

t
/de =tW, — /st

3. 1_/ Ve dw,

agi agzem @:e

ot Oz 0x?
Y, =g(t, W) = eV

1
d(e™t) = e dw, +3 eVedt

Wt—1+/ thW+ / e=ds
/Wde—e _7/ eVeds — 1

Tw. (Calkowanie przez czesci) S10 / P6

x

Zalézmy, ze f(s,w) = f(s), f -ciagla i ma ograniczone wahanie na [0, ¢]. Wtedy:

/0 F(s)ds =

Przy dodatkowym zalozeniu, ze f € C!

/o f(s)ds = f(t)W; —

t t

sdWy = tW, — / Wds
0 0
Y =g(t,Wi) = f(t)W; g(t,x); f(t)l‘

dg y dg 0°g
% = f'(t)x = f(t) ek

or
fOW; W0+/f st+/f

Niech ¢(x),z € A bedzie formula zdaniowa.
(x) dla p.w. (prawie wszystkich) z € A < Ineam (W(N) =0 A{x € A:

W, — /0 W

~

p(x)} € N)
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