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Rozdziat 1

Wyklad 1 - 23.02.16

1.1 Zawartos¢ wykladu

e Rozszerzenie informacji o rownaniach rézniczkowych z pierwszego stopnia.
e Poczatek teorii rownan rézniczkowych czastkowych.
e 3 twierdzenia o istnieniu rozwiazania réwnania rézniczkowego (Picarda, Peano, Cauchy’ego).

e Twierdzenie o jednoznacznosci.
Przyktad braku jednoznacznosci:

y(t)=2y/ly(®)]  y(0)=0 t>0

To zadania Cauchy’ego ma nastepujace rozwigzania:
y1(t) =0 t>0

w(t) =t" >0
Latwo zreszta zauwazy¢, ze 2t = y5(t) = 24/|y2(t)| = 2t. Rozwiazanie nie jest jednoznaczne, gdyz

funkcja f(t,y) = 2\/@ nie spetnia warunku Lipschitza wzgledem zmiennej .
e Wybrane narzedzia teorii rownan czastkowych.
e Transformata Fouriera.
e Przestrzenie Banacha.
e Lemat Laxa-Milgrama.
e Przestrzen Sobolewa.
e Stabe rozwiazanie roéwnania eliptycznego.
e Przyblizone rozwiazanie réwnan czastkowych (metoda siatek).

e Teoria dystrybucji (Sobolew, Schwarz).
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1.2 Twierdzenie Picarda o istnieniu i jednoznacznosci rozwig-

zania zadania Cauchy’ego.

Bedziemy zajmowac si¢ tzw. rownaniem zwyczajnym o postaci normalnej

WO _ syt (1)

y'(t) o

gdzie f = f(t,y) jest pewna zadang funkcja dwoch zmiennych f: R? — R, minimalnie zaktadamy, ze f
jest ciggla. Ponadto czesto okreslona jest ona na pewnym podzbiorze otwartymf: R? > D — R.

Juz prosta obserwacja pokazuje, ze rozwiazania réwnania (1.1) nie bedzie jedyne. Np. dla y: (a,b) — R,
gdy ¢/(t) = 0 mamy funkcje postaci y(t) = const

Widaé, ze trzeba dotozyé¢ pewien warunek, aby zestaw (1.1),(1.2) mial jedyne rozwiazanie. Bedzie to
warunek Cauchy’ego.

y(to) = wo (1.2)

gdzie o jest zadane (narzucamy warto$¢ rozwiazania y w wybranym punkcie).
Zestaw (1.1),(1.2) nazywa si¢ zadaniem Cauchy’ego, a (1.2) warunkiem Cauchy’ego.
Przypomnijmy warunek Lipschitza dla funkcji dwoch zmiennych.

Definicja 1. Niech g: G — R, (z,y) € G C R?, gdzie G jest zbiorem otwartym.
Powiemy, Ze funkcja g spetnia warunek Lipschitza wgledem y w zbiorze G, gdy

l9(z1,91) — g(@2,42)| < Lly1 — 12
L>0 (z1,y1),(z2,y2)€G

Statq L nazywamy stalq Lipschitza.
Teraz przejdziemy do twierdzenia Banacha o punkcie stalym.

Twierdzenie 1. [Banacha o punkcie stalym/
Niech (X,d) bedzie przestrzeniq metryczng zupeing, a T: X — X bedzie kontrakcjq (odwzorowaniem
zwezajgeym,). Jesli

3V dT(z), T(y)) < Ld(x,y)

0<L<1z,ycX

Wtedy istnieje dokladnie jeden punkt staty odwzorowania T w X. Ten punkt staly jest granicq ciggu
kolejnych przyblizen (bierzemy dowolny element v € X i rozpatrujemy ciqg x,T(z), T(T(x)), T?(x)...)

Majac tres¢ twierdzenia Banacha mozemy przej$é¢ do sformulowania twierdzenia Picarda.

Twierdzenie 2. [Picarda/
Niech w obszarze G € R? takim, ze D C G funkcja f: G — R dla (z,y) € G bedzie ciggla wzgledem
zmienne] x 1 spetnia warunek Lipschitza wzgledem zmiennej y czyli

v ]f(a:‘,yl)—f(:c,yg)\ <L’yl_y2‘
L>0 (z,y1),(z,y2)€G

gdzie stata L moze zalezeé¢ od wyboru domknietego 1 ograniczonego podzbioru D C G.
Ponadto niech w domknietym prostokgcie P

P:={(z,y) € G: |vr —xo| < a, |y —yo| < b}
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gdzie a,b - stale, funkcja bedzie ograniczona |f(z,y)] < M dla (x,y) € P (funkcja ciggla na zbiorze
zwartym przyjmugje kresy).
Wtedy zadanie Cauchy’ego

{ (1.1) y'(x) = f(z,y(x))

(1.2) y(z0) = %o

posiada jedyne rozwigzanie (y(x) okreslone na przedziale |x—1o| < «, gdzie o < min{a, =, 1} (wystarczy,
aby L byla stalg Lipschitza dla prostokgta P).

Dowdd.
Uproszczenia:
Zamiast bada¢ zadanie Cauchy’ego (1.1),(1.2) mozemy przettumaczy¢ je na réwnanie catkowe:

T x

y(s)ds = [ f(s.y(s)ds

zo

y(@) — ylzo) = |

Zo

y(@) =0+ | flsy(s))ds (13)

Stw.: Kazde ciagle rozwiazanie (w otoczeniu xg) réwnania catkowego (1.3) jest rézniczkowalnym (w
tym otoczeniu) rozwiazaniem zadania Cauchy’ego (1.1),(1.2).

Wychodzimy od réwnania catkowego (1.3) i niech y(z) jest jego ciaglym rozwiazaniem (i odwrotnie).
Dla h—0

s = [T S uo)ds

Obliczamy:

y(e + h})l —yla) _ }1l Vafhf(s,y(s))ds _ Ljf<s,y(s))ds]

1 z+h -
E/ F(s,y(s))ds =% f(z,y(x)) (z tw. Lebesque’a wobec zalozei o f) = y jest réimiczkowalna

Skoro y jest rézniczkowalna i (1.3) mamy
y@) =vo+ [ f(s.u(s)ds
zo

to liczac pochodna %
y'(x) = f(z,y(x)) < (réwnanie (1.1))

Wstawiajac w (1.3) z = x¢ uzyskujemy

(o) = w0+ [ (s, yls))ds = o

. ¢d. dowodu na kolejnym wyktadzie. O]



Rozdziat 2

Wyklad 2 - 01.03.16

2.1 Cd. dowodu tw. Picarda

Dowad.
Sprawdzimy teraz zalozenie twierdzenia Banacha.
Musimy wyprecyzowaé przestrzen (X, d) oraz operator z twierdzenia Banacha. Przestrzen okreslamy
(najpierw z nadmiarem) nastepujaco: przestrzen funkcji ciagltych C°(|z — zo| < ) o wartodciach w R,
jest to przestrzen Banacha. Ponadto stwierdzamy, ze kazdy domkniety podzbior przestrzeni Banacha
jest przestrzenia metryczna zupetna. Zdefiniujmy teraz zbiér E na ktorym bedziemy okreslac operator
T:

E={y € C%z —wo| <a),ly(z) — yo| <0} (2.1)

Latwo zauwazy¢, ze powyzszy zbior jest kula.
Teraz pora zdefiniowaé operator T' (na E'), bedzie to operator catkowy dany nastepujacym wzorem:

T)@) =0+ [ Fs,y()ds

Punkt staly takiego operatora T' jest ciggtym rozwiazanien réwnania catkowego (1.3) czyli rézniczkowal-

nym rozwiazaniem zadania Cauchy’ego (1.1),(1.2). Chcemy znalez¢é punkt staty 7w E tzn. taka funkcje
J,zeT(y) =79. Wezmy g € EiT(7)(x) = yo—l-/ f(s,7(s))ds = y(x). Musimy pokazaé¢ (aby zastosowaé

0
twierdzenie Banacha) dwie wtasnosci:

1. operator T" dziala z £ w FE.

2. T jest kontrakcja.

Najpierw pokazemy wlasnos$¢ pierwsza. Bierzemy dowolny y € E i T'(y). Musimy sprawdzié, ze T'(y) € E.
Wiemy, ze jezeli y jest funkcja ciagla to / f(s,y(s))ds bedzie ciagla dla x. Pamietajac o naszych

o

zatozeniach oznaczmy Z(x) = /J: f(s,y(s))ds, Widzimy, ze Z(z) jest funkcja ciagla:

0

24 )~ 2@)= [ flsysDds — [ fs.p()ds

0 Zo

Teraz sprawdzamy warunek dotyczacy definicji E:

T @)=l = ot [ Flsu(Dds—wl = | [ Fls.o(s)ds| < [ 1f(s.p(s))lds < [ bds = Mfa—ao| < Ma <

6
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czyli obraz y poprzez T zawiera si¢ w b.
Teraz pokazemy wtasno$é¢ druga. Bierzemy dwa dowolne elementy v,y € F i szacujemy roznica

sup [T (1) (@) — T(w)(@)] = [T(n) — Tw)lle <

|lx—z0|<ax

< sup ’yo—i-/fsyl ))ds — yo — /fsyz )ds’

|z—z0|<x

= sup | [ (fls.n(s)ds = f(s.p2())ds)| <

lz—zo|<a 0

< sup [ If(s.ya(s))ds — f(s,ya(s))ds]| <

lx—zo|<a /o

< sup L |yi(s) — y2(s)|ds <
|z—z0|<a /™o

T

<L sup sup |yi(s) — yao(s)|ds =

|[z—zo|<a Y T0 |s—zp|<x

=L sup sup  |y1(2) — y2(2)|ds =

|r—x0|<a Y T0 |z—x0|<x

=L| sup |n(z) —ya2(2)] —l—/ 1ds | <

|z—zo|<a

<«

< La sup  |yi(z) —ye(2)] =

|z—zo|<a

= La- ||yl —y2||E

W sumie uzyskalismy:
T (y1) = T(y2)lle < Lallyy — v2lle

wiedzac, ze Lo jest mniejsza od 1. Zatem T jest kontrakcja.
SprawdziliSmy zatem, ze spelnione sa zatozenia twierdzenia Banacha dla operatora 71" okreslonego na F.
Zatem z twierdzenia Banacha T' ma jedyny punkt stalty w E.

x

Jest to funkcja ciagla 7 taka, ze T'(y) = 7 lub y(x) = yo + / f(s,7(s))ds czyli 7 jest rézniczkowalnym
xo

rozwigzaniem zadania Cauchy’ego (1.1),(1.2). O

2.2 Metoda kolejnych przyblizen

Definicja 2. Odwzorowanie F(X,d) — (Y, o) przestrzeni metrycznych nazywamy lipschitzowskim, jesli
spetniony jest warunek:

vV _o(F(r),F(y)) < Ld(z,y)

L>0z,yeX

Dla stalej L < 1 takie odwzorowanie jest kontrakcjg (odwzorowaniem zweZajgcym)

Zasada odwzorowan zwezajqcych

Niech (Y, 0) bedzie przestrzenia metryczng zupelng, a F:'Y — Y bedzie kontrakcjg. Wtedy Y ma jedyny
punkt staly oraz moze on byé wyznaczony jako granica ciggu kolejnych przyblizen. Bierzemy y € Y 1
badamy cigg y, F(y), F(F(y)), F3(y), .... Wtedy F™(y) = u - punkt staly.



Rozdziat 3

Wyktad 3 - 08.03.16

3.1 Wprowadzenie do tw. Peano

Twierdzenie Peano (ok. 1930 roku) dotyczy istnienia rozwiazania zadania Cauchy’ego (1.1),(1.2) [Ko-
mentarz przepisujacego: zadanie Cauchy’ego na tym wykladzie jest dla y(ty) = 0, a nie y(ty) = yo, nie
wiem czy to celowe, czy blad profesora| o ciaglej prawej stronie f.

Przypominamy sobie kontrprzyktad z pierwszego wyktadu.

Pomocnicze w dowodzie twierdzenia Peano sa dwa twierdzenia z analizy funkcjonalnej. Pierwszym z
nich jest twierdzenie Arzeli-Ascoliego (kryterium zwartosci w przestrzeniach ciagtych C°([a, b])).

Twierdzenie 3. [Arzeli-Ascoliego]
Niech G bedzie podzbiorem przestrzeni C°([a, b)), gdzie |a,b] jest przedziatem w R™. Jesli funkcje rodziny
G spelniajqg warunksi:

1. sq wspdlnie ograniczone
3 v VY |gz)| <M

M>0 z€[a,b] 9€G

2. sa jednakowo jednostajnie ciggle

V 3 V VY |lz—x <d= |g(x)—g(zo)] < e
€>00>0zg€[a,b] g€G

to 2biér G jest wzglednie zwarty w C°([a,b], R™)

Dowdd znajduje sie w ksigzce Musielaka - Wstep do analizy funkcjonalne;j.

W przestrzeni metrycznej zwartos¢ zbioru jest rownowazna ciagowej zwartosci tzn. z dowolnego ciagu
(Zn)nen C A mozna wybrac podciag zbiezny do pewnego elementu a € A. Wzgledna zwarto$c mowi
tyle, ze zbiér B jest wzglednie zwarty, gdy B jest zwarty.

Drugim istotnym twierdzeniem jest twierdzenie Schaudera.

Twierdzenie 4. [Schaudera/

Jesli K jest zbiorem niepustym, domknietym i wypuklym w przestrzeni Banacha B, a odwzorowanie
T: K — K jest ciggle i ma te wlasno$é, ze obraz T(K) jest wzglednie zwarty to istnieje punkt xg € K,
ze T(xo) = x9

Przyktad 1. Niech K bedzie kulg domknieta w R™ o Srodku w 0 i promieniu 1.
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1. T =1id - wszystkie punkty sq stale.
2. T - obrét o kgt 60° - jeden punkt staly (Srodek).
3. T - obrot o kgt 180° - Srednica stanowi zbior punktow statych.

Uwaga 1. Jedli stosujemy twierdzenie Schaudera w przestrzeni funkceji cigglych C°([a,b],R) to do spraw-
dzenia wzglednej zwartosci stosujemy twierdzenie Arzeli-Ascoliego.

3.2 Twierdzenie Peano

Majac juz wszystkie niezbedne narzedzia mozemy przejs¢ do sformutowania twierdzenia Peano.

Twierdzenie 5. [Peano/

Niech D C R™ bedzie zbiorem otwartym i niech f bedzie funkcjq ciggle, f € C°(D,R), wtedy dla
dowolnego punktu (ty,yo) € D istnieje liczba o > 0, taka zZe zadanie Cauchy’ego (1.1),(1.2) bedzie mialo
rozwigzanie y(t) okreslone dla t € [to — a, ty + o, gdzie liczba o jest dostatecznie mala.

Dowdéd. Ustalmy punkt <\t2/ Yo ) € D i obierzmy state a,b > 0 tak, aby kostka
=~

ER  eRn”
P={(t,y) eR"™: |t —to| <a, |y —yo| <b}

zawarta byta w D (czyli P jest zbiorem zwartym caltkowicie zawartym w zbiorze otwartym).
Na mocy ciagtosci f w D funkcja f musi (w zbiorze zwartym) przyjmowaé kresy. W szczegdlnosci

3 v |fty)l<M

M>0 (t,y)eP

Obierzmy stala o w taki sposéb, aby o < min{a, %} [Komentarz przepisujgcego: Na nastepnym wykla-
dzie zamiast nieréwnosci wzielismy réwnosé]. W przestrzeni Banacha B = C%([ty — «, to + a]) rozpatru-
jemy zbior

K ={p € C%[ty — a,ty +al): [|¢ — yol[z < b}

gdzie y, - stata, ||¢ - yo|| = SUD¢e(to—a,to+al |¢(t) - yo| <b
W jednym wymiarze jest to kula o promieniu b i §rodku y. Okreslimy teraz odwzorowanie T: K — B
dane wzorem

T(O)0) = o+ | J(5.6(5))ds

Musimy sprawdzi¢, ze dla wprowadzonych wyzej obiektéw zachodzi twierdzenie Schaudera. Zauwazmy,
ze zbiér K jest kulag domknieta w przestrzeni B, stad jest to zbiér niepusty i wypukty:

1. yo € K = K - niepusty

2. 91,09 € K, Bop1 + (1 — B)p2 € K - kombinacja jest funkcja ciagla (trzeba wykazaé, ze jesli
l|o1 — yol| < b, ||d2 — yol| < b to zachodzi ||(Bé1 + (1 — B)p2) — yo|| < b - zadanie domowe).

Zamiast szukaé rozwigzan réwnania (1.1),(1.2) [Komentarz przepisujgcego: Dla to = 0, patrz komentarz
na poczgtku poprzedniego wykladu] mozemy réwnowaznie szukaé¢ punktéow statych T'w K. W tym ce-
lu zastosujemy twierdzenie Schaudera. Przejdzmy wiec do sprawdzenia jego warunkéw. Zobaczmy, ze
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T(K) C K. Niech ¢ € K, zauwazmy, ze T(¢) jest funkcja ciaglta (jako catka gérnej granicy y), szacujemy
dalej:

¢
I7@) ~wll = s |T(@)) = wl= sup |yt [ fls6(s)ds—uol <
teto—a,to+al teto—a,to+al to
¢
sup 1f(s,0(8))]ds <a-M<b
te(to—aytot+al Yo S———"—"

<M

Pozostala nam do sprawdzenia wlasnos¢, ze T'(K) jest zbiorem wzglednie zwartym w przestrzeni Banacha
funkeji ciagltych. Sprawdzimy to przy uzyciu twierdzenia Arzeli-Ascoliego (stosujac je do T(K) jako
podzbioru funkeji ciagtych). Po pierwsze K C C%([tg—a, to+a]) i dodatkowo zbiér T'(K) jest ograniczony
w przestrzeni funkcji ciagtych CO([ty — a, to + ) bowiem

& = yolleoto—asto+a)) < b

doktadniej

@]lco(to—astora)) < 1 — Yolleo(to—astora)) T [Yollco(to—astoral) < OllYollco((to—asto-+a))

Wszystkie normy sg szacowane przez jedna stala, stad wszystkie elementy K sa wspdlnie ograniczone.
Po drugie musimy sprawdzié¢, ze elementy T'(¢): ¢ € K sa jednakowo jednostajnie ciggte. Rzeczywiscie

1)) - T = | [ Fe00de] < [ 1§ 0(2)) d= < M- ()

f(z,0(2))

M - (t — s) jest takie samo dla wszystkich ¢, wynik oszacowania zatem nie zalezy od wyboru ¢ z K i
pokazuje ciagtosé (jednakowa jednostajna).

T(K) spelnia zalozenia twierdzenie Arzeli-Ascoliego, wiec jest to zbidr wzglednie zwarty. Pozostato
pokazaé, ze T': K — K jest ciggte jako odwzorowanie pomiedzy przestrzeniami Banacha. O



Rozdziat 4

Wyklad 4 - 22.03.16

4.1 Dokonczenie dowodu twierdzenia Peano

Sprawdzimy teraz ostatni warunek z twierdzenia Schaudera czyli ciagtos¢ T: K — K. Aby to pokazaé
uzyjemy ciagtosci funkcji f w prostokacie P

Dla dowolnych (t1,1), (t2,92) € P i ANEN (t1,91) = (B2, 92)[ <6 = |f(t, 1) — [t 02)] < 2-

Wezmy dowolne ¢, € K i argument s € [to — «a,ty + o oraz || — ¥||p < J. Wtedy

ko = lls < 8= [£(s,0(s) = Fls,0(s))] < =

Dalej
IT(0) = TW)ls = sup  |yo+ /to F(s,(s))ds — yo — /to f(s,9(s))ds| =

te[tofa,t0+a]
t t t e
= s | [l S o) < s [ i e(e)-S(s bs)lds < s [ Zds<e
t€[to—a,to+al ' Jto t€[to—a,to+a] Jto t€fto—a,to+a] Jto &

To oznacza, ze T: K — K jest ciggly w przestrzeni funkcji ciggtych B.
Sprawdzilismy zatem wszystkie zalozenie twierdzenia Schaudera. W rezultacie operator 7' ma w zbiorze
K punkt staty (niekoniecznie jeden).

3 T(u)=u

ueK

Mamy wiec ciaglte rozwiazanie rownania catkowego
t
Yo +/ f(s,u(s))ds =wu(t) dlat € [tg — a,to + @]
to

To ciagle rozwiazanie jest automatycznie rézniczkowalnym rozwiazaniem zadania Cauchy’ego (1.1),(1.2)

4.2 Twierdzenie egzystencjalne

Przed podaniem tresci twierdzenia potrzebne jest sformutowanie niezbednych definicji.

Definicja 3. (Funkcja rzeczywista analityczna)

Mowimy, ze funkcja F(xq,...,x,) zmiennych rzeczywistych xq, ..., x, jest analityczna wzgledem swo-

ich argumentéw w punkcie (29, ..., 20) jezeli w zbiorze |x; — x?| < r (dla malego r) mozna jq przedstawié

eey n

11
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w postaci szerequ potegowego

F(IL‘1, e 5Un) = z Ak, ($1 — x?)’ﬁ ST (ajn — l'gl)k’n
(k1,....kn)

zbieznego bezwzglednie w otoczeniu (29, ..., 20). Wektor diugoscin (ki, ..., k,) przebiega wszystkie mozliwe
n-ki liczb naturalnych.

Przyktlad 2.
Weimy n = 2. Wtedy dowolny wielomian dwéch zmiennych rzeczywistych

1 1 1,1 ki k
W(xy,x2) = ago + a10%] + @017 + A11T{T5 + oo+ Qg 71 TS

jest przyktadem funkcyi rzeczywistej analitycznej dwoch zmiennych x1,xs w dowolnych punktach plasz-
czyzny R?, u nas jest to punkt (29, 29) = (0,0).

Przyktad 3.
Weimyn =1 orazx € R
n=1 """ neN ~

Przyktad 4.

ex—l—yzz (x+y)n :Z

n=0 : n=

W naszych rozwazaniach bedziemy sie zajmowali funkcjami rzeczywistymi analitycznymi dwoch zmien-

nych (y' = f(z,y))

Przejdzmy do sformutowania twierdzenia:

Twierdzenie 6. [Cauchy’ego/
Jesli funkcja f(t,y) jest rzeczywista analityczna w otoczeniu punktu (tg,yo) to istnieje jedyne rozwig-
zanie rzeczywiste analityczne y(t) zadania Cauchy’ego

{ % = f(t>y)
y(to) = Yo

okreslone w dostatecznie matym otoczeniu punktu tg.



Rozdziat 5

Wyktlad 5 - 05.04.16

5.1 Funkcje rzeczywiste analityczne cd.

Zajmujemy sie zagadnieniem Cauchy’ego postaci
d
{ o =f(ty) (5.1)
y(to) = yo

Problem ten rozwiazujemy w klasie funkcji rzeczywistych analitycznych. Taka funkcje n zmiennych
rzeczywistych mozna przedstawi¢ w postaci szeregu potegowego n zmiennych

F(x1, o n) = > g (01 — )M (g, — 2P
(1 yeerskin)

gdzie (ki,...,k,) przebiega wszystkie n-ki liczb naturalnych (z dopuszczeniem zera). O takim szeregu
zaktadamy, ze jest bezwzglednie zbiezny w kostce n-wymiarowej |z; — 29| < r gdzie r jest dostatecznie
malg liczba dodatnig.

Wazna jest analitycznosé funkeji F' w punkcie (29,29, ..., 2%) . Dotyczy to wlasnosci (rozwijania funkcji

w szereg) w otoczeniu tego punktu.
F jest analityczna w zbiorze otwartym G C R"™ jesli jest analityczna w kazdym punkcie zbioru G.

Jesli policzymy formalna pochodna funkcji F' (tzn. wejdziemy z rézniczkowaniem pod sume), to ta-
ka funkcja - po zrézniczkowaniu bedzie analityczna rzeczywista na nie mniejszym niz F' zbiorze.

Takie funkcje mozna wiec dowolnie wiele razy rézniczkowaé, nie wychodzac przy tym poza klase funkcji
rzeczywistych analitycznych.

Pokazemy tylko jedyno$¢ takiego rozwiazania analitycznego. Doktadniej jesli rozwiazanie (5.1) rzeczy-
wiste analityczne istnieje to jest jedyne
5.2 Twierdzenie egzystencjalne: dowdd jedynosci

Dowdd. [Konstrukeyjny]
Uproszczenie: Bez straty ogélnosci mozemy przyjaé, ze (to,yo) = (0,0). Jesli tak nie jest rozpatrzymy

13
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nowa zmienna 7 = t —ty i nowa funkcje 2 = y —yo. Przyjmijmy jednak, ze wyjéciowy warunek ma postac
y(0) = 0. Mamy wiec zatozone istnienie rozwiazania analitycznego (w otoczeniu punktu ¢ = 0)

y(t) = co + 1t + 02t2 + Cgt3 + ... (5.2)

Pokazemy, ze zadanie (5.1) o postaci
{ W= f(t,y)
y(0) =0
w jednoznaczny sposob zadaje wszystkie wspotczynniki cg, ¢1,¢a, . . ..
Warunek y(0) = 0 implikuje, ze ¢y = 0.
Wstawiamy postaé¢ rozwiazania (5.2) do (5.1). Pochodna ma wtedy postaé
dy(t)

- c1 + 23t + 3egt® + - = f(t,y(t)) (5.3)

i ktadziemy ¢t = 0 otrzymujac w ten sposéb ¢; = f(0,0), ale f jest zadana, w szczegélnosci f(0,0) zadaje
jednoznaczno$¢. Aby wyznaczy¢ ¢y rézniczkujemy (5.3), otrzymujemy wtedy

dy?(t) 2 Oft.y(t))  Of(ty) dy(t)
—9 Oyt + 3 Aoyt 4o = - 4
di Co + 3 cst + 3 cql” + ot + ay dt (5 )
Wstawiamy ¢ = y(t) = 0 i otrzymujemy ¢; = dz’&—@
9/(0,0)  0f(0,0)
2cy = .
Q=" T, @
co pokazuje jednoznacznosé wyznaczania wspotczynnika co (bo wartosci of gz,O) j o éz,o) sa zadane).
Wyznaczanie c3: trzeba zrézniczkowaé (5.4) po t i wstawié¢ ¢ = y(t) = 0. Dostajemy wtedy po lewe]
stronie
2-3c3+2-3 -4t + ...
1 po prawej
d (ofty®) | Of(ty(®) dy(®)) _
dt ot Oy dt
2
Pu0) | PH®) | PIu) ) | PEu) (D) ) P
ot? Oyot Otdy dt dy dt dy dt?
Wstawiamy ¢ = y(t) = 0 pamietajac, ze
dy(0) d*y(0) .4)
i a0

Podobnie liczymy wartosci wyzszych wspotezynnikow.

Widzimy, ze kolejne wspoétezynniki ¢; sa jednoznacznie wyznaczone przez warunek y(0) = 0, wartosci
funkeji f(¢,y) i jej pochodnych czastkowych w punkcie (0,0). Znaczy to, ze jednoznacznie wyznaczone
sg wspoOtcezynniki rozwiniecia rozwigzania

y(t) = co + it + cot® 4 cst® + ...

Czyli ta funkcja analityczna jest wyznaczona w sposob jednoznaczny przez réwnanie (5.1) i warunek

y(0)=0
Nie mogg istnie¢ dwa rézne rozwiazania analityczne (5.1). O
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5.3 Twierdzenie egzystencjalne: dowéd istnienia analityczne-

go rozwigzania (5.1)

Dowad.
Dowdd ten prowadzi sie metoda majorant.
Dla dwoch funkeji z R™ w R”, klasy C'*° w otoczeniu zera powiemy, ze f jest majoryzowana przez F

jesli

D) < D) v
gdzie « jest wspélezynnikiem o = (o, ..., @), o € NU{0}. a; méwi nam, ze «; razy rézniczkujemy f
po i-tej zmiennej. O

5.4 Wyzsze pochodne

Wzory Leibnitza:

S (f@) - gt))

F(f(0)g(t) = f'(t)gt) + f(t)g ()

(@09 + f(0)g' (1) = ["(Dg(t) + F/(1)g (1) + f(1)g (1) + f(t)g"(t) itd.

L (g(1)) = f(g(0))g (1)

5.5 Transformata Fouriera

Transformata (catkowa) Fouriera jest okreslona dla funkcji f: RY — R wzorem

fi=(2n)% / e dr (5.5)

gdzie t = (t1,...,tn),x = (T1,...,2,) i te =tix; = ... 2,

Oznaczamy F(f; (x)

Specjalne podziekowania dla Pauliny Koniarek za udostepnienie tego wykladu :)



Rozdziat 6

Wyklad 6 - 19.04.16

6.1 Transformata Fouriera - cd.

Na poczatek odpowiemy sobie na pytanie dla jakich funkcji transformacja catkowa (5.5) jest sensowna.

Twierdzenie 7.

Przeksztalcenie Fouriera ~ funkcji f € L'(R) (przestrzen funkcji mierzalnych i catkowalnych z modutem)
istnieje w kiaZdym punkcie x € R™ oraz f jest funkcja jednostajnie ciggla w R™ i ponadto f(x) — 0 gdy

jz[ =0

Dowéd. Istnienie f dla f € L'(R) wynika z oszacowania

L1 e=1 = [ 17kt < oo

gdy z € R (Dopisek przepisujgcego: z =t - x) oraz |e**| = 1.

Sprawdzenie tego faktu jest proste, w tym celu skorzystamy ze wzoru Eulera:

e¥ =cosz+isinz

#| = |cosz +isinz| = \/cos?z +sin?z =1

Teraz sprawdzimy ciagtos¢, w tym celu bierzemy przyrost h € R”

e

|[f(z+h) = f(a)] = (2m)

dt

= (27)73 /n f(t)- 2\/sin2};t

Obieramy ¢ > 0. Istnieje wtedy liczba a > 0 taka, ze

m) % [ 1ol <

Wyika to z tego, ze f € L'(R) = [z |f(t)|dt < co tzn. lim OO/ (t)]dt < o0

Catka poza dostateczng kulg jest tak mata jak chcemy. Teraz ob1erzmy

0= |0 [ o]

16

e~it-(z+h) _ fz't-x} dt‘ < (27]_)7% /Rn |f<t)’ . ‘efitm| . | —ith 1|dt

(6.1)
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Wtedy kontynuujac nasze oszacowanie dla |h| < 7 otrzymujemy

@+ - f@l<@nE [ ]2

[ 1ol

ht
sin | dt =
2

n

= (27T)_ 2

<@0F [ @] | der2enE [ |pel <
[t|<a ~~ [t|>a
<|[nllt]

n € 9 €
pLem7E [ @ dr2e S < D 4s =
— ltI<a 4 2,2
|h|]<n ~~ ~~

=]

z (
Catke z R" rozbilismy na dwie calki, w pierwszej skorzystaliémy z szacowania modutu sinusa przez mo-

1) 2 (6.2)

dut jego argumentu, a nastepnie skorzystaliSémy z (6.2) dla |h| < 7, z kolei w drugiej calce szacowali$my
sinusa przez jedynke i korzystaliémy z (6.1).

Do pokazania pozostalo, ze f(z) — 0, gdy |z| — 0 (pomijamy to na wykladzie). O
Whiosek 1. Dia funkcji f € L*(R") transformata Fouriera jest dobrze okreslona.

Definicja 4. Odwrotna transformata Fouriera definiowana jest nastepujgco
ft)=2m)7% [ flo)e"dr
R

Oznaczamy jo F~(f)(t). Nie jest to odwzorowanie odwrotne na calym L*(R™), ale jest (odwrotne) na
pewnym podzbiorze & (przestrzeni funkcji szybko malejgcych do zera).

6.2 Przestrzen Schwartza

Definicja 5. Przestrzenig & funkcji szybko malejgcych do zera (przestrzenig Schwartza) nazywamy
podzbior funkcji klasy C°(R™) o tej wlasnosci, ze

3 V(14 |z|™)|D%(z)| < Mpm.a

m20 a=(ai,....,an) Mm,a>0 z€R™

Wtasnosci przestrzeni Schwartza:
e G jest przestrzenia liniowa

e v €S = e LP(R") dla wszystkich p > 1

e gdy o,y e S top-Yve&

Definicja 6. Pojecie wielowskaznika stosowane jest dla funkcyi okreslonych na R™ do prostego zapisy-
wania pochodnych czgstkowych. Wielowskaznik to wektor diugosci n, kazda skladowa to liczba ze zbioru
Ny (naturalne z zerem)

a=(ag,...,0p)

n
laf = Z@i
=1
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Przyktad 5.
||
Doo(a ()

© 0x1 028 ... Oxon

Przyktad 6. Funkcje o(x) = el oraz () = e 1 sq funkcjami szybko malejocymi do zera.

Przyktad 7. Innym przyktadem sq funkcje klasy C* o zwartych nosnikach. Niech p: R — R™, powiemy
zZe funkcja ¢ ma zwarty nosnik (support) jesli zbior

supp ¢ = cllz € R": p(x) # 0]

jest zbiorem zwartym (domkniegtym i ograniczonym,)
1
e’ 1 x| <1

Jest to na przyktad ¢ =0 lub p(z) =
0 lz| > 1



Rozdziat 7

Wyktad 7 - 26.04.16

7.1 Przestrzen Schwartza - dalsze wlasnosci

Uwaga 2. Na poczgtku zauwazmy pewien prosty zwiqgzek

f(=2) = f(x)

Oduwrotna transformata Fouriera okreslona jest dla funkcji f € L'(R)

Dia f € & zachodzi ponadto f = f = f (tylko dla funkcji z przestrzeni Schwartza, nie dla wszystkich
feLi(R)

Twierdzenie 8.
Gdy p € & to ¢ € C®°(R™) oraz dla dowolnego wielowskaznika o zachodzi:

a) (D°@)(x) = (=i)ll (1) (x)

b) (Dop)(x) = iz (x)

Dowdad.
Na samym poczatku kilka pomocniczych faktow.

e Dla ¢ € G mamy p € L'(R") wraz ze swoimi wszystkimi pochodnymi czatkowymi D%p € L}(R"™)
zatem ¢ € C*(R™) (oraz wszystkie sa L-mierzalne).

e Zachodzi oszacowanie

1 1
de= [ (@) (1+]al")- dz < My ————dz < 0o gdy m >
Jo Net@lde = [ (@) (Lt el") e € Mg - e < 00 gdy m >

gM’m,O

1
e Dla n =1 mamy andx<oodlas>0

e Podobne przeliczenia dziataja dla dowolnej pochodnej D*p funkcji ¢ z przestrzeni G.

Poniewaz calki

n

19
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sa zbiezne jednostajnie wzgledem parametru x, wigc mozna wej$¢ z pochodna D¢ pod caltke.

A ol
Da,(p(t)e™™)dt = | ———F—
R (p(t)e™) re Ozt ... Oxdn

: T 0 (p-itiz —itna
/naxl(¢(t)€ (trz1++tnen) :‘/Rn gp(t)aixl(e tizr | pitn n)dt:

(SD(t)e_i(t1x1+"'+t7L$n) )dt

/ o(t)(—ity)e= T . . emitntn gy —

R

_ / o(t)(—ity)e "t
R

Szacujemy

Co konczy dowod podpunktu a.
Uwaga przepisujgcego: Dowdd podpunktu b (na razie) dolgczony jest w postaci skanu, gdyz jest w nim
sporo uwag i podopisywanych przejsé przez co ciezko sktadnie opisac to w formie tekstowej

O

7.2 Splot funkcji z L'(R")

Definicja 7. Niech f,g: R — R beda funkcjami L-mierzalnymi. Catkg

() [ s =gt = (f  9)(s)

nazywamy splotem funkcjyi f i g.
Jest to rodzaj "mnozenia” funkcji. To "mnozenie” nie wyprowadza z przestrzeni L'(R™). Przestrzen
LY(R™) ze splotem jest przyktadem tzw. algebry Banacha.

Twierdzenie 9.
Gdy f,g € L*(R™) to splot f g istnieje prawie wszedzie w R™ i nalezy do L*(R™). Dodatkowo

1f * gl @ny < ]l @mllgl o @ny

Dowod.
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Gdy f, g sa mierzalne, to f(s—t) - mierzalna oraz f(s—t)g(t) - mierzalna. Wobec twierdzenia Fubiniego

I|f * gl wny = /Rn - f(s—=t)g(t)dt|ds <

< [, [ 176 =0l lg(e)lat ds =
:/n/n\fs—t g(t)|ds dt =
_/ g(t |/ f(s = Dlds dt =

Zst

\/ dz dt =
:/ \dt/ 2)dz =
RTL

= |lgllzr@n) - | fllLrn)

Splot w L'(IR™) jest dziataniem przemiennym, tacznym i rozdzielnym z dodawaniem:
o frg=gxf
o fx(gxh)=(fxg)xh

o« flg+h)=Fxg+fxh



Rozdziat 8

Wyktad 8 - 10.05.16

8.1 Transformata Fouriera a splot i iloczyn funkcji

Pokazemy dwie wlasnosci wiagzace transformate Fouriera, splot i iloczyn (w L'(R") lub w &).

Twierdzenie 10.
Gdy f,g € L*(R™) to przeksztalcenie Fouriera splotu wyraza sie wzorem

— o~

(ex) (f % g)(t) = (2m)2 F(2) - 9(t) ¥

Dowad.
Gdy f,g € LY(R") to f* g € L*(R™) oraz |f| * |g| € L'(R™). Wobec tego zachodzi oszacowanie

Lo L= s)g) ds] dt= [ | [ 1= s)lg@)ds|dt = [ 151« Igl 0yt < o0

|e—itu|:1

Oczywiste jest, ze jedli funkcja jest w przestrzeni L'(R™) to jej modut takze. Powyzsze oszacowanie po-

kazuje nam, ze funkcja f(t —s)g(s)e " bedzie sumowalna (catkowalna) dla kazdego u € R". Rozpiszmy

teraz transformate Fouriera splotu

Frglu) = (2n)°%

— (2m)”

L (gt =

/n /nf(t— 3)9(8)] e~Mdt =
= (27)7 2 /Rn g(s) /Rn Ft —s) Qit_qi Js —

e—i(t—s)u.pg—isu

o _n —isu o —i(t—s)u _
= (2m)" 2 /ng(s)e - f(t—s)e Jt ds =

z=t—s dz=dt
L.

(27?)*% /Rn f(z)eizudz] g(s)efisuds _
fu)- /Rn g(s)e™™uds - (2m)72 - (2m)3 =

transformata Fouriera punktu u
sztucznie domnozone

w3

~

(u)g(u)

0|3

= (2m)

22
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Teraz pokazemy wzor na transformacje Fouriera iloczynu

Uwaga 3. Stosunkowo latwo podaé przyktad funkcji f,g € LY(R™) takich, ze ich iloczyn nie nalezy
do L*(R™). Wobec tego nastepujgce twierdzenie nie bedzie bezposrednio prawdziwe dla dwéch funkcji z
LY(R™), podamy je dla elementéw przestrzeni Schwartza &, gdyz mnozenie elementéw z & nie wypro-
wadza z 6.

Twierdzenie 11.
Gdy ¢, € & to - € & 1 zachodzi zwigzek

(k5 %) @-d(z) = (21) 5 (@ * )(@)
Dowad.

Pokazemy prawdziwos$¢ wzoru (***)

. Stosujemy réwnosé (**) dla ¢, ¢

(p* ) (@) = (2m)3 3(x) - d(x)

Wstawiamy odpowiednio ¢ i @Z w miejsce ¢ 1 ¥ (na przestrzeni & transformaty ~ i~ sa wzajemnie
odwrotne).

— ~

~

G xP(x) = (2m) 2 Q(2)d(x) = (2m) 2p(a))(x)

Obtozymy teraz powyzsza réowno$¢ odwrotna transformata ™

—_~—
—

Pri(x) = (2m)2p - Y(2)
[Komentarz przepisujgcego: tutaj powinien zmienic¢ si¢ argument z x na inny/
Poniewaz f(z) = f(—z) dla f € & to
o (w) = g (—2) = (2m) P x U(—2)

Teraz rozpiszemy splot

SE

@)% [ (—w - 0o d

(2m)7% [ Bla+0)d(-1) de

Zamieniamy zmienna t na —s (jakobian wyniesie 1)

@m)F [ o= s)ils) ds
(27)°% (p+ ) ()

Co nalezato wykazac. O

Uwaga 4.
Dla funkcji 1p(x) = e2l® z e R" mamy

0 —3lt?

P(t) = e
Stad funkcja ¢ jest niezmiennikiem transformaty Fouriera.

[Komentarz przepisujgcego: Na koniec liczylismy jeszcze calke z tej funkcji, lecz obliczenia sa chaotyczne,
a sam sens wyliczania tego w kontekScie wyktadu znikomy.]



Rozdziat 9

Wyktad 9 - 17.05.16

9.1 Roéwnanie ciepla

Pokazemy zastosowanie transformaty Fouriera do rozwiazania réwnania ciepta w R™. Niech u = u(t, z1, . . .

Roéwnanie ciepta w R™ - problem Cauchy’ego majacy postac

ou " 9%
— =Au|= — | dlazeR" t>0 9.1
ot “( kz::laxz> LEER (9:1)
Z warunkiem poczatkowym
u(0,z) = @o(x) dla z € R" (9.2)
To zadanie opisuje problem rozchodzenia sie ciepta w R™. Zmienna x = (z1, ..., x,) opisuje polozenie, a

t jest czasem. Funkcja u(t, x) opisuje temperature w chwili ¢ w punkcie z. Znajdziemy rozwiazanie tego

zadania uzywajac transformaty Fouriera, ale nie bedziemy bardzo rygorystycznie uzasadniali wszystkich

przeliczen. Bedziemy poszukiwali takiego rozwiazania zadania (9.1)(9.2), ktére dla wszystkich czaséw
> 0 zmienia sie w przestrzeni &

Y ou(t,-) €6

=0
Zakladamy, ze ¢ € &. Obkladamy réwnanie (9.1) transformata Fouriera wzgl(—gdem zmiennej .

n ou(t,z) _,. n . 32 o
<27T)2/n (8t) € dz = (21) / 8$k € do

0 n , " o [ O%u(t,z) _,
- ) _’me — ) — T\ —ZJPE
5 (2m) /Rn u(t,z)e ™ do =Y _(2n) /n o2 e dx

k=1

Transformata Fouriera

Teraz bedziemy dwa razy catkowali przez czesci prawg strong¢ réwnania.

0 n n ‘
—a(t, &) =S (—i&)* (2m) 2 t,x)e @ q
(€ = 3o (ige (22 [ ult.w)e < do
Transformata Fouriera
aA 2/\
(.6 = |ePa(, ) 93)

OtrzymaliSmy réwnanie zwyczajne z parametrem. Teraz obtozymy (9.2) transformata Fouriera po zmien-
nej x i w ten sposéb otrzymamy warunek poczatkowy dla (9.3).

u(0,€) = ¢(¢) (9-4)

24

) Tn)-
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Rozwiazujac to rownanie zwyczajne otrzymujemy dla (9.3),(9.4) rozwiazanie

(t,€) = p(e)e e

Jest to "ukryta” forma rozwiazania (9.1),(9.2). Postaramy sie rozwiaza¢ (9.5) za pomoca transformaty

odwrotnej.

Uwaga 5.
Gdy p € & to p € G.

Dia t > 0 czynnik el jest elementem z &. Poniewaz przestrzen & jest zamknieta na mnoZenie

elementow , wiec prawa strona (9.5) nalezy do &, zatem lewa tez.

Do (9.5) zastosujemy teraz odwrotna transformate Fouriera™ (wszystko nalezy do &).

e~

ult, ) = i(t, 2) = G(E)e Pi(a)

Zastosujemy teraz wzér na transformate iloczynu.

—_— —_—

P(E)e et (z) = (2m) 2 x eI (x)

Musimy teraz wyliczy¢ e~l6Pt(z). W tym celu uzyjemy wlasnosci

67%|£|2 (x) — 67%"77'2 (SC)

Oczywiscie niezbedne bedzie odpowiednie przeskalowanie i zamiana zmiennych.

—~—

(2#)_%/ eIl ge — e~ lEPt ()

Obliczymy catke
gk\/%:nk k::la"'an

(2m)7F [ el g =

_ d =
g, = 7
el — 5 g2
= (27-(-)*%/ eix%*a?ﬂ?t dT] _ |€|i ” Zk:llgk )
' (V20" | =S g = =5l

= (2m)7F [ e dn__
n \/%2
_ (47#)7%/ ei\/%n*%\ﬂlzt dn =

2
=]

— (2t) 2e 4
Rozpiszmy doktadnie uzyta w ostatniej linijce wtasnosé niezmiennika
(Qﬂ)—%/ et —zlé” ge = o3l

Wstawmy x = ﬁ, stad po prawej stronie mamy

o2

2t

_1
2

il
e

1
—_= @_Tt‘x
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Zatem w tym momencie mozemy wréci¢ do naszej bazowej réwnosci 1 wstawié to co wyliczyli$émy (oczy-
wiscie musimy zamieni¢ zmienna).
u(t,z) = (2%)’%@ * e~ lEt (1) = (QW)’%(Qt)’%gp x eyl
Rozpisujac splot i zamieniajac zmienne
n Cly?
() [ oo —y)- e dy
]_ % |zfz|2

ypn Rngp(z)-e_ T dz

Jest to tak zwany wzor Dirichleta, dla n = 1 przyjmuje on postaé

u(t,z) =

1 00 _(@=2)?
u(t,z) = \/m/oocp(z)-e i dz

Podany wzor wystepuje w rachunku prawdopodobienstwa przy obliczeniach zwigzanych z rozktadem
normalnym.



Rozdziat 10

Wyktad 10 - 31.05.16

10.1 Lemat Laxa-Milgrama

Lemat Laxa-Milgrama jest abstrakcyjnym twierdzeniem z analizy funkcjonalnej. Stuzy ono do dowodu
istnienia stabych rozwiazan réwnan eliptycznych. Jest to pewne uogélnienie twierdzenia Riesza o repre-
zentacji funkcjonatu.

Dla przestrzeni Banacha X przez X* oznaczamy przestrzen funkcjonaléw liniowych i ciagtych (ograni-
czonych) na przestrzeni X. Przyktady:

o (L))" = L*(Q)
o (LP(Q))* = L%(Q) dla%—k%:l 1 <p,g<oo
e H* = H dla H - przestrzen Hilberta

Twierdzenie 12. [Riesza o postaci funkcjonatu liniowego i cigglego na przestrzeni Hilberta/
Dla dowolnego liniowego, cigglego funkcjonatu x* € H*, gdzie H jest przestrzeniq Hilberta, istnieje
jedyny element z € H taki, Ze

a*(x) = (z,2) V

zeH

(-,+) oznacza iloczyn skalarny.

Lemat 1. [Laza-Milgrama/
Niech H bedzie rzeczywistq przestrzeniq Hilberta, a B: Hx H — R formg dwuliniowqg na H. Zakladamy,
ze forma B jest ciqgta tzn.

5% 1By < Clle]l - ly]

C zye

oraz koersywna
3V |B(z,z)| > c||z]”.
c xcH

Wtedy dowolny liniowy, ciggly funkcjonal x* € H* moze byé przedstawiony w postaci

3 V 2%(x) = B(x, 2)

z*eH* zeH x€H

Uwaga 6. Zauwazmy, Ze iloczyn skalarny (-,-) jest szczegolnym przypadkiem formy dwuliniowej. Stqd
Lemat Maxa-Milgrama = Twierdzenie Riesza.
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Forma dwuliniowa B na H nazywamy odwzorowanie B: H x H — R liniowe na kazdy argument z
osobna.

Dowdd. Ustalmy dowolne y € H, wtedy |B(z,y)| < C||z|| - |ly|| = C'||z||, gdzie C" = C||y|| jest stata
przy ustalonym y, a zmieniajacym sie x. Wyrazenie B(x,y) jest liniowym funkcjonalem na przestrzeni
H (bo mieliémy forme dwuliniowa). Wobec twierdzenia Riesza istnieje jedyny element oznaczony Ty
taki, ze

B(z,y) =(z,Ty) ¥

xeH
Powyzszym wzorem wprowadziliémy pewne przyporzadkowanie elementowi y wartosci T'y. Sprawdzimy

wtasnosci odwzorowania T': H — H . T jest liniowym odwzorowaniem H na H. Rzeczywiscie
Sy 3Ty

1Tyl = (Ty,Ty) = B(Ty,y) = |B(Ty,y)| < ClITyll -yl
stad ||Ty|| < C||y|| co oznacza, ze T jest odwzorowaniem ograniczonym. Z kolei, poniewaz
clle|® < [B(z,2)| = |(z, Tz)| < [J]| - ||T||

to c||z|| < ||Tx|| co oznacza, ze odwzorowanie T' moze zerowaé sie jedynie na elemencie zerowym. Jednak
liniowe odwzorowanie zerujace sie tylko w 0 musi przeprowadza¢ H na liniowa domknieta podprzestrzen
Hy C H. Pokazemy, ze Hy = H. Zal6zmy nie wprost, ze Hy C H (bez réwnosci). Wtedy musi istnie¢
element z # 0 taki, ze z jest ortogonalny do wszystkich elementow z H postaci Tz, gdzie x € H
(twierdzenie o rzucie ortogonalnym). W szczegdlnosci

0=[(2,T2)| = |B(2,2)| > cl|]|* > 0

Sprzecznos$é¢ (nie moze istnie¢ taki element z, wiec Hy = H). Stad T: H =% H. Niech z* bedzie
liniowym i ciagtym funkcjonatem na H (z* € H*). Wobec twierdzenia Riesza istnieje zog € H taki, ze
xz*(x) = (x, 20) Vaen. Skoro jednak TH = H to istnieje z € H, ze Tz = z,. Wiec

¥ (x) = (x,20) = (x,Tz) = B(x, 2)

Funkcjonal liniowy z* zostal przedstawiony jak forma dwuliniowa z ustalonym drugim argumentem.
Chcemy jeszcze pokazaé, jedyno$c¢ takiego przedstawienia. Gdyby istnialy dwa rézne elementy z, 2’ € H
takie, ze

z*(z) = B(z, 2) z*(x) = B(x,2') V

zeH

B(z,z) = B(x,2") V

r€H
Z dwuliniowosci B(z,z —2') =0 V . Wtedy z = z — 2/. Wowczas
zeH
clz =Z|I* <|B(z = 2,2 = )| =0
Stad z = 2’ - sprzecznos¢. To pokazanie jedynosci z konczy dowdd lematu Laxa-Milgrama, bowiem
kazdy liniowy i ciagly funkcjonal mozna zapisa¢ w postaci

x*(z) = B(x, 2)

dla pewnego jednoznacznego elementu z € H. O



Rozdziat 11

Wyktad 11 - 07.06.16

11.1 Stabe pochodne

Na samym poczatku wprowadzimy definicje stabej pochodnej

Definicja 8. Niech Q C R" bedzie obszarem (zbiorem otwartym w R™). Zazwyczaj zaklada sie, Ze 0Q) jest
klasy C' (mozemy odwzorowaé kawalek brzegu na odcinek klasy C*, odwracalnie). Niech o = (o, .. ., )
bedzie wielowskaznikiem. Funkcje f* € L}, .(Q) nazywamy a-tg stabg pochodng funkcji f € L}, .(Q) jezeli
zachodzi warunek

/ f(z) - Dogla)de = (—1) / o) - g(@) gecgvau@ (%)

Tutay C(‘]‘X'(Q) oznacza przestrzen funkcji o klasycznych pochodnych do rzedu |«| o zwartych nosnikach
w Q. Z kolei

L. =1{f: Q— C: f jest L — mierzalna) A / |f(z)|dz < 0o dla dowolnego zbioru zwartego K C Q}
K

[Komentarz przepisujgcego: L-mierzalna czyli mierzalna w sensie Lebesque’al
Przyktadowo wielomiany sa w L), a nie s w L,

Uwaga 7. Istnieje najwyzej jedna uogélniona pochodna funkcji f. Jezeli istniatyby dwie rézne [y, fs' to
wobec gwiazdki (x)

—1)lel /Q (Fo(x) — f2(2)) - g(w)dz = 0

gecil@)

Ta ostatnia réwnosé pokazuje, ze w dowolnym podzbiorze zwartym D C @ funkcje f = f3 prawie
wszedzie. Wynika to z zasadniczego twierdzenia rachunku wariacyjnego.

Wazne jest, ze mozemy zmienia¢ funkcje prébne g w zbiorze gestym w L2 (Q).

Lemat 2.
Przestrzen C(())O(Q) jest gesta w Llloc(Q> [LZQOC(Q)]

Lemat ten dowodzi sie poprzez usrednienia splotowe funkcji.
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Wtasnos$ci stabych pochodnych

e W odréznieniu od pochodnej klasycznej (punktowej) staba pochodna jest zadawana od razu w
calym Q.

e Istnieja "dziwne” przyktady stabych pochodnych, dla ktérych istnieje druga staba pochodna, a nie
istniejg pierwsze. Taka mozliwo$¢ wynika z postaci definicji (x). Wysoka pochodna w definicji nie
odwohuje sie do pochodnych nizszych.

11.2 Przestrzen Sobolewa

Omawia¢ bedzie przestrzen H*(Q) (przypadek Hilbertowski).
Komentarz przepisujgcego: Ogélnie przestrzenie Sobolewa oznacza sie W*P(Q)]

Definicja 9. Gdy QQ C R" bedzie obszarem to dla k € N
H*(Q) = {f € L*(Q): istniejqg wszystkie stabe pochodne f do rzedu|a| = k i nalezq one réwniez do L*(Q)}

W przestrzeni H*(Q) wprowadzamy norme wzorem

=

1l (z JACICL dx) (11.1)

|a| <k

Ta norma bierze sie z iloczynu skalarnego

S / Df(z) - Doglx) de (11.2)

la|<k
Zatem przestrzen H®(Q) jest przestrzeniq Hilberta.

Uwaga 8.
L*(Q) = H'(Q) > H'(Q) > H*(Q) D

Wiasnoéci przestrzeni H*(Q)

e Przestrzenn H*(Q)) jest przestrzenia Banacha.

Dowad.
Niech {f,} bedzie ciagiem Cauchy’ego w H*(Q)
1= Fullipgr = X0 [ 1D%fula) = D*fulw)? d 2= 0 (11.3)
la|<k
Wynika stad, ze
V[ D fufw) = DO ()P da 20 (11.4)
lol<k /@

bo w (11.3) mamy sume wyrazéw nieujemnych, w szczeg6lnosci biorgc w (11.4) zerowy wielow-
skaznik o mamy

/|fs W ()2 de 2222
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Ale to znaczy, ze ciag {f.} jest Cauchy’ego w L*(Q). Jest to przestrzen zupelna, wiec

fa— [ w L*Q)

Ustalajac w (11.4) wielowskaZnik o albo pochodng D® poczynimy podobna jak wyzej obserwacje.
Df, — [ e L*(Q)

dla «a takiego, ze |a| < k. Pokazemy, ze f* jest réwna stabej pochodnej D f. Zauwazmy, ze kazda
z funkcji f,, ma a-ta staba pochodna (dla |o| < k) dana wzorem

(fa, D°9)r2) = (=1)*N D fu, 9V 120y ¥
gecil(@)

Z taktu, ze f, — f oraz D*f, — f funkcja graniczna f spetnia wiec warunek

<f7 Dag>L2(Q) = (—1)|a|<fa,9>L2(Q)
g€ (@)

To oznacza, ze f jest staba a-ta pochodng funkcji f. n
e Gdy Q' C Qi funkcja f € H*(Q) to f € H¥Q')
e Gdy funkcja f € H*(Q) oraz funkcja a € C*(Q) to f-a € H*(Q) i zachodzi wzér Leibnitza

D(f-a)= > ( |l >Dﬂf.D“5a

piiel \ 17l

3 n n.
glee ( k‘ > = m

e Wzor na catkowanie przez czesci (Greena, Gaussa)
Gdy f,g € CY(Q) oraz 0Q € C'. Wtedy dla dowolnego i € 1,2,...,n zachodzi

of B 9g
ani-gdft—/an g - cos(n,z;) ds /Qf o dx

gdzie n jest normalng zewnetrzna do brzegu 0Q), s jest elementem powierzchniowym, a f i g na @
nalezy traktowa¢ w sensie sladu.
Ten wzoér przenosi sie na f, g € H(Q)



Rozdzial 12
Do egzaminu

— Twierdzenie Picarda, Peano + dowdd jednego z nich
— Twierdzenie Cauchy’ego (bez dowodu)

— Jednoznaczne rozwiazanie analityczne + (dowdd do wyboru - albo ten albo jednoznaczne
rozwigzanie analityczne [dla 0s6b zdajacych 10/13.06.16, pozostali maja obal)

— Transformacja Fouriera: definicje, 4 wtasnosci + dowdd jednej z nich
— Splot funkeji z L' + dowdd

— Réwnanie ciepta + wzér na rozwigzanie podstawowe (bez dowodu)
— Lemat Laxa-Milgrama

— Twierdzenie Riesza o przestrzeniach Hilberta

— Stabe pochodne - definicje

— Przestrzen Sobolewa

— Zupelosé przestrzeni Sobolewa (dowdd do wyboru - albo ten albo jednoznaczne rozwiazanie
analityczne [dla oséb zdajacych 10/13.06.16, pozostali maja obal)

[Serdeczne podziekowania dla Pauliny Koniarek oraz Moniki Bojdol za pomoc w rozwigzywaniu
niejasnosci i podsytaniu brakujgcych wyktadow, a takie za mile chwile na wykladzie @]
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