Roéwnanie Burgersa

Réwnanie Burgersa jest jednym z fundamentalnych réwnan rézniczkowych czastkowych me-
chaniki ptynéw. Wystepuje w wielu dziedzinach matematyki i fizyki, np. w modelach dyna-
miki gazéw i ruchu ulicznego. Nazwa rownania upamietnia holenderskiego fizyka Johannesa
Martinusa Burgersa (1895-1981), ktéry jako pierwszy badal to rownanie. Rownanie Burgersa
uzyskuje sie z klasycznego réwnania Naviera-Stokesa

aatu(x, B 4 u(x, 1) - Vu(x,t) = —Vp(x, £) + vAu(x, ¢)

V-u(x,t) =0, (1)

w ktorym u(x,t) oznacza predko$é¢ pltynu wzgledem zmiennej przestrzennej x = (zq,...,x,)
w czasie t, p oznacza ci$nienie, a v jest wspotczynnikiem lepkosci. Po opuszczeniu sktadnika
odpowiedzialnego za cisnienie oraz rozwazeniu jedynie jednej zmiennej przestrzennej (plus
oczywiscie czasowa) otrzymujemy réwnanie postaci

9] 9] 0?
au(x,t) + u(a:,t)gu(as,t) =ves

Otrzymane rownanie jest parabolicznym réwnaniem nieliniowym, lecz za pomoca transforma-

u(x,t). (2)

cji Hopfa-Cole’a mozna sprowadzi¢ je do postaci rownania liniowego parabolicznego. W tym
celu postuzymy sie rownaniem KPZ (Kardar-Parisi-Zhang) opisujacym ruchy powierzchni i
zjawisko erozji. Ma ono nastepujaca postac

0 1 o0
a1 t) = 5 (Vh(x.1)* = v h(a, 1), (3)

Réwnanie (3) jest bardzo podobne do réwnania (2). W celu przejscia z réwnania KPZ do
rownania Burgersa wystarczy uzy¢ podstawienia

u(x,t) = —Vh(x,t) (4)

Mozemy w tym momencie przejs¢ do transformacji Hopfa-Cole’a. Pozwoli ona na sprowadze-
nie rownania Burgersa do liniowego réwnania rozchodzenia si¢ ciepta. Przypomnijemy teraz
jego podstawows forme:
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$(x,0) = g(x) g:R" >R

{ Qup(x,t) = Ap(x,t) = €R", teR, (5)

Nas interesowacé bedzie nieco zmodyfikowana postaé

{ S(x,t) =vAP(x,t) zeR" teR, (6)
(@, 0) = g(x) g:R" =R
WeZzmy h(x.t)

Yl 1) = ¢ g
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Wtedy
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AY = % Ah + E(Vh) e (8)

prowadzi do postaci (po podstawieniu do wzoru (6) funkcji ¢ okreslonej wzorej (7) i jej
laplasjanu okreslonego wzorem (8))

o, 1. _ .,

a to jak wida¢ jest forma rownania odpowiadajaca réwnaniu KPZ (3) dla pojedynczej zmien-
nej przestrzennej (po to je wprowadziliémy). Na podstawie wzoréw (4) i (7) mozemy podaé
wzér na u(x,t)

u(x,t) = —2vViny(x,t) (10)
oraz analogicznie dla jednego wymiaru
2(T, 1
u(w, 1) = —2, L2 (11)
U(z,1)
Przejdzmy do podania rozwigzania ogélnego. Ustalmy warunki poczatkowe w chwili ¢ = 0
Yu(,0)
0) = —2v——-—-+ 12
0= o) -

ktory po przeksztalceniu mozna przedstawic¢ jako
bo(z) = ¥(x,0) = 27 Jo w(@) da (13)

Przypomnijmy, ze podstawowym rozwiazaniem réwnania (6) w przypadku wielowymiarowym
jest
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E(z,t) = (4vmt) " 2e e (14)

Ponadto rozwigzanie mozna podaé¢ uzywajac pojecia splotu dla n = 1 w nastepujacej formie

/Rg(y)E(:v—y,t) dy t>0
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g(x) t=0 15)

w<$’t> = {

Analizujac warunek poczatkowy (13) oraz wzoér (15) mozemy zapisaé

1 (z—y)?

vl t) = 5o [ o) dy (16)

WprowadZzmy funkcje pomocnicza f(y,x,t) postaci
2

fly,x,t) = /Oyuo(a) do + (:r;ty) (17)

Wtedy wstawiajac do (16) funkcje f dana wzorem (17) otrzymamy

1 o5
w(%t): QW/—ooe w dy (18)
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Policzmy pochodng wzgledem x
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