Stabilnos¢ rozwigzania zerowego w ukladach réwnan
rozniczkowych

Dany jest uklad réwnan rézniczkowych:
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Gdzie z i y sa funkcja zmiennej ¢ (z(t), y(t))
Rozwiazania badaé¢ bedziemy w poblizu punktu (0, 0)
Aby okresli¢ dynamike rozwiazan wezmy punkty blisko (0,0) w kazdej z é¢wiartek uktadu
wspotrzednych
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Zatem widzimy, ze na osi y wektor z punktu (
gore T, zatem wektor wypadkowy wyglada tak "\

Analogicznie badamy punkty pozostate:

er=-1y=1 ' =-2 y = -3 Wektor wypadkowy:
er=—1y=-1 o =2 y = -3 Wektor wypadkowy: \,
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Doktadng dynamike w okolicy zera ilustruje portret fazowy uktadu réwnan:
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Widzimy, ze rozwiazanie nie bedzie stabilne, pozostaje nam teraz pokazaé¢ czemu.

Skorzystamy teraz z twierdzenia Lapunowa o niestabilnosci:

Niech dana bedzie funkcja V(z) klasy C* w pewnym zbiorze Q, bedgcym otoczeniem po-
czqtku uktadu wspotrzednych. Jesli funkcja V(x) spelnia warunki:

1. V(0) =0

2. dla kaZdego € > 0 istnieje x taki, ze |x| <e i V(x) >0

3. grad V- f >0 dlax € Q\{0}

to rozwigzanie zerowe réwnania autonomicznego & = f(x) nie jest stabilne w sensie La-
PUNOWG

Zatem poszukuje takiej funkcji V(x) spelniajacej te zalozenia, by wykazaé niestabilnosé



Ogolnie funkcja ta powinna mie¢ argumenty oddalajace sie w obszarze bliskim zera od

niego:
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Najbardziej naturalnym kandydatem jest funkcja z(z,y) = 2% + 32

Sprawdzmy czy spelia ona zalozenia
1. 2(0,0) =0*+0*=0+0 =0 - Zgadza si¢ v

2. Tez jest spelnione, bo V,, z(z,y) >0 v

3 —y
3. [2z,2y] - = 22% — 2y + 22y + 2yt = 224 + 2y
z+y?

Wida¢ od razu, ze ten iloczyn jest wiekszy od zera dla kazdego x,y zatem funkcja

z(z,y) jest wlasciwym kandydatem na funkcje V' co implikuje fakt, ze rozwiazanie

zerowe nie jest stabilne



