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Rozdziat 1

Sylabus - Opisy punktéw

1.1 Podstawowe definicje i wlasnosci teorii graféw

Definicja 1.1.1. GRAFEM PROSTYM G nazywamy pare (V, E), gdzie poprzez V' oznaczamy dowolny
(nawet niepusty) zbior wierzchotkow, a przez E oznaczamy zbior krawedzi.

Definicja 1.1.2. KRAWEDZIA w grafie G = (V, E) nazywamy pare {x,y}, gdzie z,y € G. Mdowimy
wtedy, Ze wierzcholki x i y SASIADUJA ze sobg lub tez gdy przyjmiemy oznaczenie e = {x,y} moZemy
mowic, ze wierzchotki x iy sg INCYDENTNE z krawedzig e

Oznaczenie 1.1.1. Zbior wierzcholkéw konkretnego grafu G oznaczaé bedziemy poprzez V(G), a zbior
krawedzi poprzez E(QG)

Oznaczenie 1.1.2. Stosowaé bedziemy rézne tozsame oznaczenia na zawieranie sie krawedzi w zbiorze
wszystkich krawedzi: {x,y} € E(G), zy € G, xy € E. Oznaczajg one to samo i mogg byé stosowane
zamiennie. Podobnie na rézine sposoby oznaczac bedziemy nalezenie wierzchotka x do grafu G:
reV(G), zed.

Umowa 1.1.1. Od tej pory wszystkie rozwazane grafy bedq grafami prostymia.
Definicja 1.1.3. Niech X bedzie dowolnym zbiorem, wtedy
X]F = {S C X: 5| = k)
czyli opisujge stowami [X|* jest rodzing wszystkich k-elementowych podzbioréw zbioru X .
Uwaga 1.1.1. Stosujgc powyziszq definicje mozemy zauwazyé, ze E C [V]?.
Uwaga 1.1.2. Moéwimy, Ze dwie krawedzie e i f sqgsiadujg ze sobg, jesli len f| =1
Definicja 1.1.4. RZEDEM grafu nazywamy liczbe |G| = card V.
Definicja 1.1.5. ROZMIAREM grafu nazywamy liczbe ||G|| = card E.

Przyktad 1.1.1. Graf prosty G, w ktorym V = {1,2,3,4} oraz E = {a,b,c,d}
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Przyktadowo krawed? b mozemy zapisaé jako b = {1,2} i méwimy wtedy, ze wierzcholki 1 i 2 sq incy-
dentne z krawedzig b. Ponadto |G| =4 oraz ||G]| = 4.

Definicja 1.1.6. Zbiér S C V(G) nazywamy NIEZALEZNYM wtedy i tylko wtedy, gdy ¥ xy & G

z,yeS

Definicja 1.1.7. Zbior S C V(G) nazywamy KLIKA wtedy i tylko wtedy, gdy VS xy €G
x,ye

Przyktad 1.1.2. Analizujgc graf z przykladu pierwszego mozemy zauwazyé, ze zbior S; = {2,4} jest
zbiorem niezaleznym, a zbior Sy = {1,2,3} jest klikq.

Uwaga 1.1.3. Jezeli V(QG) jest klikq to graf G nazywamy grafem PELNYM
Oznaczenie 1.1.3. Graf pelny rzedu n oznaczamy K,

Przyktad 1.1.3. Graf pelny K

Definicja 1.1.8. Mdéwimy, ze G = (V, E) i G' = (V', E') s¢ IZOMORFICZNE (oznaczamy G = G') jezeli
istnieje bijekcja o: V. — V' taka, ze

V ay € Es o)y € B

zyeV

Umowa 1.1.2. Grafy izomorficzne bedziemy utoZsamiac ze sobq.

Przyktad 1.1.4. Grafy izomorficzne G i G' wraz z opisanymi wartoSciami izomorfizmu ¢: G — G’

c T Yy Z
’ ! pla) = o(d) = v
a e @(b) =u ple) =2
plc) =y e(f)=w

uv W
G G
Definicja 1.1.9. Mdéwimy, ze G' C G jest PODGRAFEM grafu G jesli V(G') C V(G) oraz E(G') C E(G).
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Przyktad 1.1.5. Graf G i jego podgraf G’

c d
c d
b pe
b e
G/
a f
G

Definicja 1.1.10. Méwimy, ze G' C G jest grafem INDUKOWANYM jezeli
E(G) = {zy € E(G): z,y € V(G')}

Przyktad 1.1.6. Graf G i graf indukowany z G oznaczony jako G’

¢ d
¢ d
b b e
b e
G/
a f
G

Definicja 1.1.11. Jezeli U C V(G), to G[U] = (U, E), gdzie E = {zy € E(G): z,y € U}.
Definicja 1.1.12. Méwimy, Ze G' C G jest PODGRAFEM ROZPINAJACYM graf G jesli
GG =6 (V(G)=V(G)

Przyktad 1.1.7. Graf G i podgraf rozpinajecy G’

c d c d

b pe be %c

a f a f
G G

Definicja 1.1.13. Jezeli G = (V, E) oraz G' = (V' E'), to
GUG = VUV EUEFE)
GNG =(VUV ENE)

Przyktad 1.1.8. Suma dwéch grafow G i G’
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a
a C
b :
C
b y .
G € —
GUG

Uwaga 1.1.4. Jesli V(GNG') =0, to méwimy, ze grafy G i G' s¢ ROZLACZNE.
Definicja 1.1.14. Jesli U C V(G), to G — U = G[V \ U].

Definicja 1.1.15. Jesli x € V(G), to G — x = G — {z}.

Definicja 1.1.16. Jesli F C E, to G — F = (V,E\ F)

Definicja 1.1.17. Jeslie € E, to G —e = G — {e}.

Przyktad 1.1.9. Usuwanie wierzchotka ¢ z grafu G.

a a

b s b
[ — [ ——
d e d e
G G—-c

Jak widaé grafy G[{a,b}] i G[{d,e}] sq ze sobg rozlgczne.

Przyktad 1.1.10. W przykladzie 1.1.7 graf G' = G — {ce,bf}

Uwaga 1.1.5. Jesli F C [V]?, to G+ F = (V,EUF).

Definicja 1.1.18. Jesli grafy G i G’ sq rozlgczne , to ZESPOLENIEM tych graféw nazywamy graf
GxG'=GUG + F,

gdzie
F={zye[V(Q)UV(G)?: z e V(G), ye V(G)}

Przyktad 1.1.11. Zespolenie grafow G 1 K,

G - G*Kl
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Definicja 1.1.19. DOPELNIENIEM grafu G nazywamy graf G = (V(G), [V(G)]* \ E(Q)).

Przyktad 1.1.12. Graf G i jego dopetnienie G.

G G
Definicja 1.1.20. SASIEDZTWEM wierzchotka v € V(G) nazywamy zbior N(v) ={u € G: uwv € E(G)}
Definicja 1.1.21. STOPNIEM wierzcholka v € V(G) nazywamy liczbe d(v) = |N(v)|.

Definicja 1.1.22.
0(G) = min d(v)

veG

A(G) = max d(v)
1

AG) =17 v;;d(v)

Liczbe §(G) nazywamy MINIMALNYM STOPNIEM WIERZCHOLKA, liczbe A(G) MAKSYMALNYM STOP-
NIEM WIERZCHOLKA, a liczbe d(G) nazywamy SREDNIM STOPNIEM WIERZCHOLKA.

Uwaga 1.1.6.
I(G) <d(G) < A(G)
Przyktad 1.1.13. Analizujgc graf G z przykladu 1.1.9 zauwaimy, Ze na przyktad N(c) = {b,d} oraz

d(c) = 2. Ponadto 6(G) =1, A(G) =2 oraz d(G) = &.

Lemat 1.1.1 (O usciskach dtoni). Suma stopni wierzcholkéw w grafie jest liczbg parzystq.

Definicja 1.1.23. SCIEZKA nazywamy kazdy graf postaci

P = ({zo,z1,..., 2}, {xox1, x122, . . ., T 12} })
gdzie x; # x; dla 0 <@ < j <k.
Definicja 1.1.24. DrUGOSCIA SCIEZKI P nazywamy liczbe jej krawedzi. Sciezke diugosci k nazywamy
k-SCIEZKA i stosujemy oznaczenie Py
Przyktad 1.1.14. Graf G z przykladu 1.1.9 jest Sciezkq dtugosci 4, mozemy zatem zapisaé rownowaznie

G =P, = ({a,b,c,d, e}, {ab,bc, cd, de})

Oznaczenie 1.1.4. Sciezke mozZemy jednoznacznie zdefiniowac przy pomocy ciggu Toly . .. T, ponadto
wprowadzamy oznaczenie
Pl’i = Tox1...T;

oraz
o P=ux;...01

a takze
v Py =o,... a2 dla 1< j
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Oznaczenie 1.1.5. Jesli suma Sciezek tez jest sciezkq, to zamiast pisa¢ PrUzQyUyR bedziemy uiywad
oznaczenia PrQuyR.

Przyktad 1.1.15. Analizujgc grafy z przykiadu 1.1.8 jesli P = GUG' = abede, to Pc = G oraz cP = G'.

Definicja 1.1.25. Jesli P = xoxy . .. x, to wierzcholki xg, x) nazywamy KONCAMI Sciezki P, a wierz-
chotki x4, ..., xx_1 nazywamy WIERZCHOLKAMI WEWNETRZNYMI S$ciezki P.

Oznaczenie 1.1.6. Sciez'kg 02Nnaczong Ty . . . xy nazywadé mozemy takze xy — x,-SCIEZKA.

Przyktad 1.1.16. Kolejny raz wracajgc do przyktadu 1.1.9 stwierdzi¢ mozemy, Ze G jest a — e-Sciezkq,
w ktorej a 1 e sq koncami Sciezki, a wierzcholki b, c,d sq wierzchotkami wewnetrznymi.

Definicja 1.1.26. Zalézmy, ze A, B C V(G). x — y-Sciezke oznaczong jako P, gdzie z,y € V(G),
nazywamy A — B-SCIEZKA jesli

PNA={z} oraz PN B={y}

Przyktad 1.1.17. Niech A = {a1, aq,x} oraz B = {by, b, y}, przyklad x—y-Sciezki bedgcej A— B-sciezkq

a1 bl

T )
z

a2 bQ
G

Definicja 1.1.27. Jesli H jest grafem, to x — y-$ciezke nazywamy H-sciezkq, jesli wspolnymi wierzchot-
kami tych grafow sq konce $ciezki P, ponadto

HnP=({zy},0)
Przyktad 1.1.18. Niech H = ({a,b,c,d, e}, {ab,bc,bd, cd, de}) oraz P = axe. Wtedy P jest H-Sciezkq.

b d

Xz

Definicja 1.1.28. CYKLEM nazywamy kazdy graf postaci

ToLy ... Th_1 + ToTp—1 dla k >3
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Definicja 1.1.29. DrLUGOSCIA CYKLU nazywamy liczbe krawedzi tego cyklu.

Oznaczenie 1.1.7. Cykl dlugosci k nazywamy k-cyklem i oznaczamy symbolem Cy,

Przyktad 1.1.19. Cykl Cy

Cy

Definicja 1.1.30. Liczbe g(G) nazywamy TALIA grafu G i oznaczamy przez nig diugo$é najkrotszego
cyklu zawartego w grafie G.

Definicja 1.1.31. Liczbe o(G) nazywamy OBWODEM grafu G i oznaczamy przez nig diugo$é najdiuz-
szego cyklu zawartego w grafie G.

Przyktad 1.1.20. W grafie z z przyktadu 1.1.18 g(G) = 3 oraz o(G) = 6.
Uwaga 1.1.7. Jesli graf G nie zawiera Zadnego cyklu, to g(G) = oo oraz o(G) = 0.
Definicja 1.1.32. CIECIWA nazywamy krawedZ, ktora tgczy wierzcholki x,y € Cy, ale xy & Cy.

Przyktad 1.1.21. KrawedZ bd jest przyktadem cieciwy dla cyklu abeda

d a

Definicja 1.1.33. Cykl C' C G nazywamy CYKLEM INDUKOWANYM je$li Zadna cieciwa tego cyklu nie
nalezy do grafu G

Przyktad 1.1.22. Przyktad grafu z cyklem indukowanym

Definicja 1.1.34. ODLEGLOSCIA WIERZCHOLKOW x i y w grafie G nazywamy dlugo$é nagkrétszej
x — y-Sciezki zawartej w G i oznaczamy dg(z,y).

Definicja 1.1.35. SREDNICA grafu G nazywamy liczbe diam(G) = Imax max d(u,v).
ve u
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Definicja 1.1.36. Jesli kazde dwa wierzchotki grafu G mozna polgczyé sciezkq, to graf G nazywamy
GRAFEM SPOJNYM.

Przyktad 1.1.23. Analizujgc graf z przyktadu 1.1.21 zauwazamy, ze np. d(b,d) = 1, ale d(a,c) = 2.
Ponadto diam(G) = 2 oraz graf G jest spdjny.

Definicja 1.1.37. Maksymalny podgraf spojny grafu G nazywamy SKLADOWA.
Przyktad 1.1.24. Podgrafy ({a,b,c,d},{ab,be, cd,da}), ({e},0) oraz ({f},0) sq skladowymi grafu G.

fe d a

ce c b

G

Lemat 1.1.2. Jesli G jest grafem, ktory zawiera cykl, to
9(G) < 2 diam(G) + 1

Definicja 1.1.38. Graf oznaczony jako GOG' nazywamy PRODUKTEM KARTEZJANSKIM grafow G i G’
jesli v(GOG") = v(G) x v(G') oraz

wu' ~ v S (u=vAu ~e v b (u~g v Au' =0)
Przez a ~¢ b rozumiemy oznaczenie krawedzi miedzy wierzchotkami a i b w grafie G.

Definicja 1.1.39. Graf oznaczony jako G x G' nazywamy ILOCZYNEM TENSOROWYM grafow G i G’
jesli v(G x G') = v(G) x v(G") oraz

u ~ v S U~V T u~g v

Definicja 1.1.40.
GXRG =GOG UG x G

Definicja 1.1.41. PROMIENIEM grafu G nazywamy liczbe rad(G) = Irélcl’;l max d(u,v).

Definicja 1.1.42. Graf G nazywamy grafem REGULARNYM jesli wszystkie wierzcholki majg ten sam

stopien.

Definicja 1.1.43. GRAFEM PETERSENA nazywamy graf nastepujgcej postaci

Definicja 1.1.44. Rodzing zbioréw A = {Ay, As, ..., A} takg, Ze ¥ Ai# 0 oraz ¥V  ANA; =0

1<i<n 1<i,j<n
oraz |JA = A nazywamy PODZIALEM ZBIORU A.
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Definicja 1.1.45. Graf G nazywamy grafem k-DZIELNYM, jesli istnieje k-elementowy podzial zbioru
V(G) skladajacy sie ze zbioréw niezaleznych. Graf k-dzielny o maksymalnej liczbie wierzcholkéw nazy-
wamy grafem PELNYM k-DZIELNYM.

Oznaczenie 1.1.8. Graf pelny dwudzielny G = (Vi U Vo, E), gdzie Vi i Vy sq niezalezne oraz |Vi| =
n, |Va| = m oznaczamy K, .

Przyktad 1.1.25. Graf G' z przykladu 1.1.4 jest grafem dwudzielnym Ks 3
Definicja 1.1.46. Graf rzedu n rozmiaru 0 nazywamy grafem pustym i oznaczamy N,,.

Przyktad 1.1.26. Korzystajoc z przykladu 1.1.24 mozZemy zauwazyé, zZe graf Gle, f] jest przykladem
grafu Ns.

Uwaga 1.1.8. K,,,,, = N,,, * N,

Definicja 1.1.47. Jesli G jest grafem prostym, to GRAFEM KRAWEDZIOWYM tego grafu nazywamy
L(G) = (E(G),F), gdzie ef € F wtedy i tylko wtedy, gdy e i f sgsiadujg w grafie G.

Przyktad 1.1.27. Przyktad grafu krawedziowego (dla utatwienia dodano kolorowanie odpowiednich kra-
wedzi w grafie wejsciowym 1 wierzcholkéw w grafie krawedziowym,)

«

ry
/

e

Twierdzenie 1.1.1. Kazdy cykl w grafie dwudzielnym ma dtugosé parzystq.

Definicja 1.1.48. DROGA w grafie G nazywamy taki cigg wierzchotkow, w ktorym kazde 2 wierzcholki
wystepujace bezposrednio po sobie sq sqsiadami.

Przyktad 1.1.28. Jedng z drég w przykladzie 1.1.18 jest edcbdex (pamictajmy, Ze kazda $cieika jest
drogq, ale nie kazda droga jest $ciezkq).

1.2 Spdjnosé

Definicja 1.2.1. Mowimy, ze graf G jest spéjny, jesli v  istnieje u — v-$ciezka.
u,veV(G)
Przyktad 1.2.1. Graf G z przyktadu 1.1.9 jest grafem spojnym, a graf G — ¢ z tego samego przyktadu
grafem spajnym nie jest.
Uwaga 1.2.1. Graf G jest spojny wtedy @ tylko wtedy, gdy ¥  istnieje droga, ktorej pierwszym

u,veV(G)
wierzchotkiem jest w, a ostatnim v.
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Twierdzenie 1.2.1. Jesli graf G jest grafem spojnym rzedu n, to jego wierzchotki mozemy tak ponu-
merowad, ze N G; = Gluy,...,v;] jest grafem spdjnym.
1<isn
Twierdzenie 1.2.2. Jesli G jest grafem rzedu n rozmiaru m, ma k skiadowych, to
(n—Fk)(n—Fk+1)
2

n—k<m<

Definicja 1.2.2. ZBIOREM ROZSPAJAJACYM grafu spojnego nazywamy zbior krawedzi F grafu G taki,
ze graf G — F' jest niespojny. Minimalny zbior rozspajagcy nazywamy ROZCIECIEM, a jesli rozciecie jest
1-elementowe to nazywamy je MOSTEM.

Przyktad 1.2.2. Przykladowym zbiorem rozspajajgcym jest zbior F = {ab,de} z przykladu 1.1.18, a
przyktadem mostu jest krawed? xz z przykladu 1.1.17.

Definicja 1.2.3. Liczbe \(G) nazywamy SPOINOSCIA KRAWEDZIOWA i 0znaczamy przez nig moc naj-
mniej licznego rozciecia

Przyktad 1.2.3. Dia cyklu Cy z przykladu 1.1.19 mamy A\(Cy) = 2.

Definicja 1.2.4. ZBIOREM ROZDZIELAJACYM grafu spéjnego nazywamy zbior wierzchotkéw U C V (Q)
taki, ze G — U nie jest spojny (lub G — U = K;). Jesli istnieje 1-elementowy zbior rozdzielajgcy, to
jedyny jego element nazywamy WIERZCHOLKIEM ROZDZIELAJACYM

Definicja 1.2.5. Liczbe k(G) nazywamy SPOINOSCIA WIERZCHOLKOWA i 0znaczamy przez nig mini-
malng liczbe wierzchotkow jakq nalezy usunqgc, aby rozspoié graf.

Przyktad 1.2.4. Dla grafu z przyktadu 1.1.17 wierzchotkiem rozdzielajgcym jest wierzcholek z, a zatem
k(G) = 1.

Twierdzenie 1.2.3. Jezeli graf G jest spojny, to

Definicja 1.2.6. Graf G nazywamy k-spéjnym jesli k(G) > k
Uwaga 1.2.2.

a) Graf jest spojny wtedy 1 tylko wtedy, gdy jest 1-spojny

b) Jesli G jest k-spojny (k > 1) to jest réwniez (k — 1)-spdjny

Lemat 1.2.1. Jesli graf G jest spojny, to krawedz e € G jest mostem wtedy i tylko wtedy, gdy nie nalezy
ona do zZadnego cyklu.

Twierdzenie 1.2.4. Graf G jest grafem 2-spojnym wtedy i tylko wtedy, gdy mozna go otrzymac z cyklu
poprzez dodawanie H-Sciezek do wczesniej utworzonych grafow H

Definicja 1.2.7. Niech G = (V, E) bedzie grafem spdjnym oraz niech X C VUE, a A,B CV beda
zbiorami niekoniecznie rozlgeznymi. Mowimy, Ze ZBIOR X ROZDZIELA jesli dla kaidej A — B-$ciezki
nalezy pewien element zbioru X.
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Przyktad 1.2.5. W przykladzie 1.1.17 zbior {z, xz, zy} oddziela zbiory A = {ay,x, a2} 1 B = {b1,y, b2 }.

Twierdzenie 1.2.5. [Mengera/
Minimalna liczba wierzchotkéw oddzielajgcych zbiory A i B, gdzie A,B C V w grafie G = (V, E) jest
rowna maksymalnej liczbie roztgeznych A — B-$ciezek.

Whniosek 1.2.1. Jesli w grafie spéjnym a,b € V(G) oraz ab ¢ E(G) to minimalna liczba wierzchotkow
rozdzielajgcych wierzchotek a od b oraz roznych od a oraz b jest rowna maksymalnej liczbie niezaleznych
a — b-Sciezek.

Twierdzenie 1.2.6. [Uogélnione Twierdzenie Mengera/

Graf G jest k-spojny wtedy i tylko wtedy, gdy kazde jego dwa wierzcholki sq polgczone k-niezaleznymi
sciezkami.

1.3 Grafy Eulera

Definicja 1.3.1. DROGA ZAMKNIETA nazywamy droge, w ktorej pierwszy i ostatni wierzchotek sa sobie

rowne.

Definicja 1.3.2. CYKLEM EULERA (w grafie spojnym G) nazywamy droge zamknietq, ktora zawiera
wszystkie krawedzie danego grafu i kazda krawedz wystepuje tam doktadnie raz.

Definicja 1.3.3. GRAFEM EULERA nazywamy graf, ktory zawiera cykl Eulera.

Przyktad 1.3.1. Przykladem drogi zamknietej oraz cyklu Fulera jest droga x1xox3w4257321 2 pONiZszego
grafu G.

T2 X5

Zs3

X1 G Ty
Definicja 1.3.4. SciEZKA EULERA nazywamy droge, ktéra zawiera wszystkie krawedzie danego grafu i
kazda krawedZ wystepuje tam dokladnie raz.
Przyklad 1.3.2. Przykiadem sciezki Eulera jest Sciezka dabe z przykiadu 1.1.1.
Definicja 1.3.5. Graf nazywamy POLEULEROWSKIM, jesli zawiera on $ciezke Eulera.
Lemat 1.3.1. Jesli §(G) > 2, |G| > 3, to w grafie istnieje cykl.

Twierdzenie 1.3.1. [Eulera/
Zatozmy, ze G jest grafem spojnym. G jest grafem Fulera wtedy i tylko wtedy, gdy stopien kazdego
wierzchotka jest liczbg parzystq.

Algorytm 1.3.1. [Fleurego]
Algorytm wyznaczania cyklu Eulera

1. Cykl zaczynamy w dowolnym wierzcholku.
2. Do kolejnego wierzcholka przechodzimy krawedziq, ktora nie jest mostem, ale jesli jest to mozliwe.

3. Z grafu usuwamy “przechodzone” krawedzie i izolowane wierzchotks.
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1.4 Grafy Hamiltona

Definicja 1.4.1. CYKLEM HAMILTONA w grafie spojnym G nazywamy cykl, do ktorego nalezq wszystkie
wierzchotkl G.

Definicja 1.4.2. GRAFEM HAMILTONA nazywamy graf zawierajgcy cykl Hamiltona.

Przyktad 1.4.1. Cyklem Hamiltona jest graf vivovsvavsv1 2 ponizszego grafu G.

U1 €1 v
3
€3
€4 2 &2 €7
4
€5
Us
V2 €6
G

Definicja 1.4.3. ScIEzKA HAMILTONA w grafie spdjnym G nazywamy Sciezke, ktéra przechodzi przez
wszystkie wierzchotki grafu G doktadnie raz.

Definicja 1.4.4. Graf nazywamy POLHAMILTONOWSKIM, gdy zawiera on Sciezke Hamiltona.

Definicja 1.4.5. Graf G nazywamy PRAWIE HAMILTONOWSKIM, je$li dodanie jednej krawedzi spowoduje
powstanie cyklu Hamiltona.

Przyktad 1.4.2. Graf z przykladu 1.1.1 jest grafem prawie hamiltonowskim oraz zawiera Sciezke Ha-
miltona dabc.

Twierdzenie 1.4.1. [Diraca/
Jezeli w grafie prostym rzedu m, n > 3 dla kaZdego wierzchotka v € G spelniona jest nierownosé
deg(v) > %, to G jest grafem Hamiltona.

Twierdzenie 1.4.2. [Orego]
Jesli w grafie prostym rzedu n, n > 3 dla kazdych dwdch takich wierzcholkéw u,v € V(Q), ze uwv ¢ E(G)
spelniona jest nieréwno$é deg(u) + deg(v) > n, to G jest grafem Hamiltona.

1.5 Drzewa

Definicja 1.5.1. DRZEWEM nazywamy kazdy graf prosty, acykliczny v spojny.
Przyktad 1.5.1. Graf G z przyktadu 1.1.17 jest drzewem.

Definicja 1.5.2. LASEM nazywamy graf prosty i acykliczny.

Komentarz 1.5.1. KazZda skladowa lasu jest drzewem.

Przyktlad 1.5.2. Przykiad lasu L zawierajgcego dwa drzewa.
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L

Twierdzenie 1.5.1. Zatozimy, Ze T jest grafem prostym rzedu n. Wowczas nastepujgce warunki sq
rownowazne

i) T jest drzewem.

ii) T jest acykliczny i ma n — 1 krawedzi.
iir) T jest spojny i ma n — 1 krawedzi.
i) T jest spojny i kaZda krawedZ jest mostem.

v) Kazde dwa wierzcholki sa polgczone dokladnie jedng Sciezkq
vi) T jest acykliczny i po dodaniu jednej krawedzi bedzie zawieral dokladnie jeden cykl.

Definicja 1.5.3. Zalozmy, ze r € V(T'). W drzewie T wprowadzimy porzqdek

Natomiast dla u,v € V(T)
usv<=uecrlv

Drzewo z tak zdefiniowanym porzgdkiem nazywamy DRZEWEM UKORZENIONYM
Uwaga 1.5.1. Poprzez uTv oznaczamy jedyng u — v-$ciezke w drzewie T’

Definicja 1.5.4. Jesli mamy drzewo ukorzenione T'C G, to T' nazywamy DRZEWEM NORMALNYM (w
G ), jesli korice kazdej T-Sciezki (zawartej w G sq¢ poréwnywalne).

Definicja 1.5.5.
NC)={veG:v¢C, istnicjeu € C, wv € E(G)}

Przyktad 1.5.3. W przyktadzie 1.4.1 niech C = {vg,v5}. Wtedy N(C) = {vo, v3}.
Twierdzenie 1.5.2. Kazdy graf spojny zawiera drzewo normalne rozpinajgce ten graf.
Definicja 1.5.6. Niech G = (V, E) bedzie grafem. Funkcje w: E — Ry nazywamy WAGA.
Definicja 1.5.7. Pare (G, w), gdzie G jest grafem, a w wagq, nazywamy GRAFEM WAZONYM

Definicja 1.5.8. WAGA GRAFU G nazywamy liczbe

e€E(Q)
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Przyktad 1.5.4. Przyklad grafu wazonego, w ktorym w(G) = 20.

2 4
1
] 3
1
4
2 2
1
G

Algorytm 1.5.1. [Kruskala/
W kazdym kroku wybieramy krawedZ o minimalnej wadze tak, aby nie stworzyé cyklu.

Twierdzenie 1.5.3. W wyniku algorytmu Kruskala otrzymujemy drzewo o minimalnej wadze.

Definicja 1.5.9. Drzewo T nazywamy DRZEWEM OZNAKOWANYM jesli V(T) ={1,...,n} oraz
E(T) € V(T

Przyktad 1.5.5. Przykiad drzewa oznakowanego.
) 3 4

Twierdzenie 1.5.4. [Cayleya/
Istnieje doktadnie n"~2 drzew oznakowanych.

Dowdd. Istnieje bijekcja miedzy zbiorem drzew oznakowanych rzedu n, a zbiorem wszystkich ciggdéw
(n — 2)-elementowych o wyrazach ze zbioru n-elementowego. Tworzymy dwa ciagi (a,) i (b,) dtugosci
n—2. Na poczatek niech T} = T, jako by bierzemy 1i$¢ (wierzchotek stopnia 1) drzewa 77 o najmniejszym
numerze, a jako a; bierzemy jego sasiada. Nastepnie tworzymy drzewo 1o, = T} — by i powtarzamy
procedure: jako by bierzemy lis¢ T» 0 najmniejszym numerze, a jako ay jego sasiada, itd (T; = T;_1—b;_1).
az otrzymamy wyrazy b,_s oraz a,_o. Nas interesuje ciag (a,) (nazywamy go KODEM PRUFERA)

Procedure t¢ mozna odwrocié: niech (ay, ag, .. ., a,—2) bedzie ciagiem o wyrazach ze zbioru {1,2,...,n}.
Jako by wybieramy najmniejsza liczbe ze zbioru {1, ..., n}, ktéra nie wystepuje w ciagu (a1, az, . . ., a,_2).
Tworzymy krawedZ a;b;. Nastepnie jako by wybieramy najmniejsza liczbe ze zbioru {1, ..., n} rézna od
b1, ktéra nie wystepuje w ciagu (as, ..., a, 2) i tworzymy krawedz asbs, itd. az otrzymamy b, o oraz
krawed?z a,,_ob,_2. Na koniec tworzymy krawedz miedzy wierzchotkami, ktérych wartosci nie wystapity
w ciagu b, O
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Przyktad 1.5.6. Tworzenie kodu Prifera

3 6
° *
2e 5
4
136———o1 11

) e

5 7 8
*10 9

Uzyskane ciqgi:
(an) = (4,4,5,7,7,7,11,5,4,1,1,) - kod Priifera oraz pomocniczy (b,) = (2,3,6,8,9,10,7,11,5,4,12).

1.6 Macierzowy opis graféow

Definicja 1.6.1. Jesli G jest grafem prostym rzedu n, rozmiaru m, to

e MACIERZA SASIEDZTWA tego grafu nazywamy macierz rozmiaru n X n postaci

G = 1 VU5 € E(G)
Y1 0w przeciwnym przypadku

e MACIERZA INCYDENCIJI tego grafu nazywamy macierz rozmiaru n X m postaci

S 1 wv; jest incydentny z krawedzig e;
Yl 0w przeciwnym przypadku

Uwaga 1.6.1. W kazdej kolumnie macierzy incydencyi grafu prostego wystepujq doktadnie dwie jedynki.

Uwaga 1.6.2. W kazdym wierszu macierzy incydencyi liczba jedynek odpowiada stopniowi wierzchotka,
ktoremu odpowiada ten wiersz.

Uwaga 1.6.3. Diagonalna macierz stopni wierzchotkéow grafu G jest macierzq rozmiaru n X n postaci

g d(v;) jezelii=j
Y10 w przeciwnym przypadku

Przyktad 1.6.1. W przyktadzie 1.4.1 macierzq sqsiedztwa grafu G jest

_ O = = O
_— o O O =
== O O
_ O = O O
O R = =




ROZDZIAE 1. SYLABUS - OPISY PUNKTOW 17

macierzq incydencyi jest

110100 0]
0001010
101000 1],
0010100
0100111,

a macierzq stopni wierzchotkow jest

S O O O W
S O O N O
o O w o o
SN O O O
- o O O O

Definicja 1.6.2. DOPEENIENIEM ALGEBRAICZNYM macierzy M nazywamy kazda liczbe postact
(—1)"det(M(il5))

gdzie dla 1 < i,j < n M(i|j) jest macierzq powstalq z macierzy M przez wykreslenie i-tego wiersza i
j-teg kolumny.

Twierdzenie 1.6.1. /macierzowe o drzewach (Kirchoffa)]

Liczba drzew rozpinajgcych oznakowanego grafu prostego jest rowna dowolnemu dopelnieniu algebricz-
nemu macierzy D — A, gdzie D jest macierzq diagonalng stopni wierzchotkéw grafu G, a A jest jego
macierzq sgsiedztwa.

Definicja 1.6.3. WYZNACZNIKIEM GRAFU nazywamy wyznacznik macierzy sgsiedztwa tego grafu.
Przyktad 1.6.2. Wyznacznik grafu G z przyktad 1.4.1 wynosi —2.
Definicja 1.6.4. Jesli det(G) = 0, to graf G nazywamy GRAFEM SINGULARNYM.

Lemat 1.6.1.

det(G) = > (—1)9D2D)
res(Q)

gdzie S(G) jest zbiorem wszystkich podgraféow rozpinajgcych, ktérych sktadowe sq 1-reqularne lub 2-
reqularne, sg(I') jest liczbg skiadowych o parzystej liczbie wierzchotkow, a c(I") jest liczbg cykli.

Lemat 1.6.2. Jesli u,v € V(G),uv ¢ E(G), N(u) C N(v) oraz G' jest grafem otrzymanym z G przez
usuniecie wszystkich krawedzi postaci xv, gdzie v € N(u), to det(G') = det(G).

Lemat 1.6.3. Jesli x jest lisciem grafu G, a u jest jego sgsiadem, to
det(G — {z,u}) = (—1)det(G)

Lemat 1.6.4. Graf jest singularny wtedy i tylko wtedy, gdy przynajmniej jedna z jego skladowych jest
grafem singularnym
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1.7 Skojarzenia

Definicja 1.7.1. Niech G = (AU B, E), gdzie A i B sq zbiorami niezaleznymi, bedzie grafem dwudziel-
nym, AU B =V. Zbior F C E rozlgcznych krawedzi nazywamy SKOJARZENIEM.

Przyktad 1.7.1. Graf G z zaznaczono na czerwono skojarzeniem.

=4

Definicja 1.7.2. Zbior F nazywamy SKOJARZENIEM PEENYM, jesli VG 3 v € e (v jest incydentny z
veG eeF

krawedzig e).

Przyktad 1.7.2. Graf G z zaznaczono na czerwono skojarzeniem petnym.

L7

Definicja 1.7.3. Zbior H C G nazywamy k-FAKTOREM jesli H jest grafem rozpinajecym (V(H) =
V(Q)) oraz k-regularnym.

Uwaga 1.7.1. 1-faktor to nic innego jak skojrzenie petne.

Przyktad 1.7.3. Graf G z zaznaczono na czerwono 2-faktorem.

- X3
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Definicja 1.7.4. Niech U C V oraz ¥ 3 u € e, to méowimy, ze M JEST SKOJARZENIEM DLA
uelU eeM

ZBIORU M, a kazdy wierzcholek ze zbioru U nazywamy SKOJARZONYM. Kazdy wierzcholek, ktory nie
jest incydentny z Zadng krawedzig skojarzenia nazywamy NIESKOJARZONYM. U.

Definicja 1.7.5. Mowimy, ze zbior X C V jest POKRYCIEM WIERZCHOLKOWYM grafu GG, jesli kazda
krawed? grafu G jest incydentna z pewnym wierzchotkiem zbioru X.

Przyktad 1.7.4. W grafie G z przyktadu 1.1.1 pokryciem wierzcholkowym jest zbior {1,2,4}.

Definicja 1.7.6. Niech G = (AU B, E) oraz niech M bedzie skojarzeniem. SCIEZKA NAPRZEMIENNA
nazywamy takq sciezke, ktorej pierwszym wierzchotkiem jest wierzchotek a € A, natomiast krawedzie tej
Sciezki nalezq naprzemiennie do zbioréw E\ M i M.

Definicja 1.7.7. SCIEZKA POWIEKSZAJACA nazywamy Sciezke naprzemienng, ktorej ostatni wierzcho-
tek jest nieskojarzonym wierzchotkiem nalezgcym do zbioru B.

Przyktad 1.7.5. Przykladem $cieiki naprzemiennej w grafie z przyktadu 1.7.1 jest Sciezka oznaczona

ponizej kolorem pomararnczonym
%
G

a przykiadem Sciezki powiekszajqcej jest sciezka oznaczona ponizej kolorem niebieskim

G
Twierdzenie 1.7.1. [Kéniga/

W grafie dwudzielnym moc najliczniejszeqo skojarzenia jest rowna mocy najmniej licznego pokrycia.
Twierdzenie 1.7.2. [Halla/
Niech G = (Vy U Vy, E) bedzie grafem dwudzielnym. W tym grafie istnieje skojarzeniem zbioru Vi wtedy
1 tylko wtedy, gdy dla kazdego A C V;

Al < IN(A)|
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1.8 Kolorowanie graféow

Definicja 1.8.1. k-KOLOROWANIEM grafu G nazywamy podzial zbioru V(G) na k zbioréw niezaleznych.
Definicja 1.8.2. Jesli dla grafu G istnieje k-kolorowanie, to ten graf nazywamy k-KOLOROWALNYM.

Definicja 1.8.3. Jesli G jest k-kolorowalny, ale nie jest k—1-kolorowalny, to G nazywamy k-CHROMATYCZNYM,
a liczbe x(G) = k nazywamy LICZBA CHROMATYCZNA.

Przyktad 1.8.1. Dla grafu G z przykladu 1.1.1 mamy x(G) = 3.

Lemat 1.8.1.
X(G) < |G

Algorytm 1.8.1. [Zachtanny/

~

. BEtykietujemy wierzchotki vy, ..., v,.

NS

. Kolejne kolory oznaczamy liczbami naturalnymi 1,2, ...

co

vy kolorujemy kolorem 1

~

(a) vy kolorujemy kolorem 1 jesli vive & E(G)

(b) w przeciwnym przypadku vy kolorujemy kolorem 2 .
5. v; kolorujemy pierwszym wolnym kolorem, ktory nie zostat przypisany jego sgsiadom.

Twierdzenie 1.8.1. W kazdym grafie prostym G

gdzie ¢ = |E(G)].

Twierdzenie 1.8.2. [Brooksa/
Niech G bedzie grafem prostym, spojnym, réznym od grafu petnego i roznym od cyklu nieparzystego.
Wowczas

X(G) <A(G)

Komentarz 1.8.1.
W przypadku grafu petnego mielibysmy sytuacje: A(K,) =n—1, x(K,) =n, x(K,) = A(K,)+1
Z kolei w przypadku cyklu nieparzystego: A(Caopi1) = 2, x(Coni1) = 3.
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1.9 Grafy doskonate

Definicja 1.9.1. L1CZBA KLIKOWA nazywamy moc najliczniejszej kliki i oznaczamy jg w(Q).

Definicja 1.9.2. LICZBA NIEZALEZNOSCI nazywamy moc najliczniejszego zbioru niezaleznego i ozna-
czamy jg Q).

Przyktad 1.9.1. Dia grafu z przyktadu 1.1.1 mamy w(G) = 3 oraz a(G) = 2.

Lemat 1.9.1. Dla kazdego grafu prostego G spetnione sq zaleznosci

w(G) = a(G)
a(G) = w(G)
Oznaczenie 1.9.1. Niech v € V(G) bedzie dowolnym wierzcholkiem, wtedy
N[v] = N(v) U {v}
Algorytm 1.9.1. [wyznaczania zbioru niezaleznego/
I) Wyznaczanie zbioru niezaleinego poprzez dodawanie wierzchotkow.
1. U=0, X =V(G)
2. podczas gdy X # ) wykonuy:

o weZv € X, ktory ma nagmniej sgsiadow w X.

o U:=UU{v}
° X::X\N[U]
3. zwroé U.

II) Wyznaczanie zbioru niezaleznego przez usuwanie wierzcholkow
1. U=V(G)
2. podczas gdy U nie jest niezaleiny wykonuj:

e weZv € U, ktory ma najwiecej sgsiadow.
o U=U\{v}

3. zwroc U.

Przyklad 1.9.2.
Wyznaczymy zbior niezalezny w nastepujgcym grafie.

10 11

b4 9
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) eU=0 X={1,...,11}
v=10 U ={10} X ={1,2,3,4,5,6,7,8,11}
v=11 U={10,11} X ={1,2,3,4,5,6,7,8}

II) e

Lemat 1.9.2. Dia kaZdego grafu G (prostego) spetniona jest nieréwnosé

v=8 U=1{810,11} X ={1,2,3,4,5,6}
v=6 U=1{6,81011} X ={1,2,3,4}
v=1 U=1{1,6,81011} X = {4}
v=4 U={1,4,681011} X =10
U=1{1,...,11}

v=9 U=1{1,23,4,56,7,8,10,11}
v=3 U=1{1,24,56,7,8,10,11}

v=2 U=1{1,4,56,7,8,10,11}

v=>5 U={1,4,6,7,8,10,11}

v=7 U=1{1,4,6,8,10,11}

X(G) > w(@)

22

Definicja 1.9.3. Graf G nazywamy DOSKONALYM, jesli dla kazdego podgrafu indukowanego H C G

spetniony jest warunek

X(H) = w(H)

Przyktad 1.9.3. Przykiadem grafow doskonalych sa grafy dwudzielne oraz grafy krawedziowe powstate

z grafow dwudzielnych.

Lemat 1.9.3. Jesli H C G jest indukowanym podgrafem G, S C H jest indukowanym podgrafem grafu

H, to S jest tez indukowanym podgrafem grafu G.

Uwaga 1.9.1. Indukowany podgraf grafu doskonalego jest grafem doskonatym.

Definicja 1.9.4. Graf G nazywamy CIECIWOWYM, jesli nie zawiera on podgrafu indukowanego, ktory

jest cyklem C,, dla n > 3. Innymi stowy jesli C,, dla n > 3 jest podgrafem grafu G, to w tym grafie

zawiera sie rowniez cieciwa tego cyklu.

Przyktad 1.9.4. Przyklad grafu, ktory jest cieciwowy

G
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1 przyktad grafu, ktory cieciwowy nie jest

G

Lemat 1.9.4. Podgraf indukowany grafu cieciwowego jest grafem cieciwowym.
Definicja 1.9.5. Niech G1, G5, S beda podgrafami indukowanymi grafu G takimi, Ze
GiUGy,=C(
GiNGy =S
Mowimy wéwczas, ze graf G powstal przez (ang. pasting along) SKLEJENIE GRAFOW G1, G5 WZDLUZ S

Przyktad 1.9.5. Rozwaimy nastepujgce grafy

g 7
6 1 9
] 5
9
5 3 4
3 G
4
G
8
7
6 9
5
9
5 4
S
4

Gy

Twierdzenie 1.9.1. Graf G jest grafem cieciwowym wtedy 1 tylko wtedy, gdy zostal otrzymany reku-
rencyjnie przez sklejenie wzdtuz grafow petnych.
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Twierdzenie 1.9.2. Graf cieciwowy jest grafem doskonalym.
Definicja 1.9.6. Mowimy, ze graf G' powstal z G przez ROZSZERZENIE WIERZCHOLKA v jesli

V(G") =V (G)U{v'} gdzie v' & V(G)

oraz

E(G")=EG)U{vz: x € Nv)} U{v'}

Przyktad 1.9.6. Graf G’ powstal z grafu G przez rozszerzenie wierzchotka v.

G/

Lemat 1.9.5. Jesli G jest grafem doskonalym, a G’ powstal z grafu G przez rozszerzenie wierzcholka,
to G’ jest réowniez grafem doskonalym.

Twierdzenie 1.9.3. [Laszlo Lovasz/
Graf G jest doskonaty wtedy i tylko wtedy, gdy jego dopetnienie jest doskonalte.

1.10 Zbiory dominujace

Definicja 1.10.1. Zbior wierzchotkow S C V nazywamy ZBIOREM DOMINUJACYM w grafie G, jesl

v <UES\/ = quE(G))
veV

u€es

Przyktad 1.10.1. Przykladem zbioru dominugjgcego jest zbior S ={1,2,4} z przyktadu 1.1.1.
Lemat 1.10.1. Jesli G jest grafem prostym, G = (V, E), S CV, to NWSR
i) S jest zbiorem dominujgcym,

W) vV 3 w ek,
veEV\S u€eS

ii) ¥ N(v)nS#D0,
veV\S

i) vV dist(v,5) <1,
veV\S

v) N[S] =V,
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vi) ¥ IN[]NS|>1,
veV
vii) ¥V N@w)gZV\S.
veV\S
Definicja 1.10.2. MINIMALNYM ZBIOREM DOMINUJACYM nazywamy taki zbior dominujecy S C V

(gdzie G = (V, E)), Ze

v S\ {v} nie jest zbiorem dominujgcym
veS

Przyktad 1.10.2. Zbior dominujecy z przyktadu 1.10.1 jest minimalnym zbiorem dominujgcem, gdyz
po usunieciu dowolnego wierzchotka nowopowstaty zbior dominujgcy nie bedzie.

Oznaczenie 1.10.1. Symbolem M DS(G) nazywamy rodzine wszystkich minimalnych zbioréw dominu-
jacych.

Definicja 1.10.3. LiCZBA DOMINUJACA grafu G nazywamy moc najmniej licznego zbioru dominugjgcego
graf G i oznaczamy v(G). Kazdy zbiér mocy v(G) nazywamy ~y-ZBIOREM.

Przyktad 1.10.3. W przykladzie 1.10.1 mamy v(G) = 3.

Twierdzenie 1.10.1. Zbior S C V, dla G = (V, E), jest minimalnym zbiorem dominujgcym wtedy i
tylko wtedy, gdy dla kazdego wierzchotka v € S spetniony jest jeden z warunkow

1. Nw)ynS =10 (v jest izolowany w S)
2. 3 N@)ns={v}
ueV\S
Twierdzenie 1.10.2. Jesli G jest grafem spojnym rzedun > 2, to istnieje w nim taki zbior dominujgcy,
ze jego dopelnienie tez bedzie zbiorem dominujgcym.
Twierdzenie 1.10.3. Jesli G nie ma wierzcholkéw izolowanych, S € M DS(G), to V(G)\S jest zbiorem
dominujgcym.
Definicja 1.10.4. Méwimy, Ze zbiér S jest ZBIOREM TOTALNIE DOMINUJACYM w grafie G = (V, E)
jesh
vV 3 w e E(G)

veV ues
Przyktad 1.10.4. Przykliadem zbioru dominujgcego, ktory jest totalnie dominujgcy jest zbior S =
{v1,v9,v3, 04} 2 poniiszego grafu G.

V2 U3

V] & ® Uy

G

Przyktad 1.10.5. Przykliadem zbioru dominujgcego, ktory nie jest totalnie dominujgcy jest zbior S =
{z,y,2z} z poniiszego grafu G. Dzieje sie tak, gdyz dla wierzcholka y nie istnieje sqgsiadujgcy z nim
wierzcholek ze zbioru S.

N e

G



ROZDZIAE 1. SYLABUS - OPISY PUNKTOW 26

1.11 Bezpieczenstwo w grafach

Definicja 1.11.1. Ataki A = {A;,..., A} - rodzina zbioréw rozlgcznych na zbior S = {s1,...,s,} CV
Obrona D = {Dy,..., Dy} - rodzina zbioréw roztgcznych na zbior S = {s1,...,s,} CV
Mowimy, ze atak A jest MOZLIWY DO OBRONIENIA, jesli istnieje obrona obrona D: Y, |D;| > |A;]

S nazywamy ZBIOREM BEZPIECZNYM, jesli kazdy atak na S jest mozliwy do obronienia.

Definicja 1.11.2. Moc najmniej licznego zbioru bezpiecznego nazywamy LICZBA BEZPIECZENSTWA i
oznaczamy s(G) .

Lemat 1.11.1. Zbior bezpieczny S C 'V, gdzie G = (V, E) , mocy s(G) jest zbiorem spéjnym.

Przyktad 1.11.1. Zbior S = {vy,ve} jest zbiorem bezpiecznym w poniiszym grafie G.

1.12

(%1

Grafowe modele sieci

V2

Przyktady Sieci
Typ sieci Wierzchotek Krawedz
osoba znajomosé
aktor udzial w tym samym filmie
naukowiec wspolna publikacja lub projekt
Spoteczna
osoba kontakt seksualny
osoba twitter
osoba przeniesienie choroby zakaznej
Internet-domena potaczenie fizyczne
Informacyjna strona WWW odnosnik
publikacja naukowa cytowalnosé
elektrownia linia przeszytowa
lotnisko potaczenie lotnicze
Technologiczna dworze(? kolejowy tory
miasto droga
router kable i $wiattowody
czujnik polaczenie radiowe
gatunek pozywienie
Biologiczna biatko reakcja fizyczna
neuron akson
Sprzedazy hurtownia zaopatrzenie sklepu
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Przyktad 1.12.1.

o "Swiat jest maly” eksperyment przeprowadzony w 1967 przez psychologa Stanleya Milgrama. Do-
Swiadczenie miato stanowic test hipotezy, Ze czlonkowie jakiejkolwiek duzej spolecznosci (w jego
przypadku, ludnosé Standw Zjednoczonych) mogq byé pokrewni sobie dzieki krétkim sieciom posred-
nich znajomych.

o Aby sprawdzié¢ to twierdzenie, Milgram wprowadzit nowatorskq metode wysytania listow do kilkuset
losowo wybranych 0séb w Nebrasce i Kansas proszqc, by przekazali ten list jego przyjacielow:.
Gdyby jednak nie znali go, sq proszeni o przekazanie listu komus, kto wedtug ich wiedzy moze byc
blizszy tej osobie. Wiekszos¢ listow Milgrama dotarta do jego przyjaciela po Srednio szesciokrotnym
przekazaniu kolejnym osobom.

e Jego rezultat, wazne twierdzenie socjologii, nazwany zostat jako ,sze$¢ stopni oddalenia pozniej spo-
pularyzowany przez Johna Guare’a i nazwany hipotezg o malym Swiecie. Wielokrotnie testowano
hipoteze o malym sSwiecie w matych spotecznosciach. Przygotowywany jest projekt, wykorzystujg-
cy Internet 1 poczte elektroniczng w skali globalnej, celem dalszego badania zjawisk spotecznych
wynikajgcych z tej hipotezy oraz jg weryfikujgcych.

Definicja 1.12.1. GESTOSCIA grafu G nazywamy liczbe D(G) = H‘Kn||7 gdzie n jest rzedem grafu G.

Definicja 1.12.2. SREDNIA DLUGOSCIA SCIEZKI nazywamy Srednig arytmetyczng ogleglodci miedzy
wierzchotkams.

Definicja 1.12.3. WSPOLCZYNNIKIEM GRUPOWANIA WIERZCHOLKA v € V(G), gdzie G = (V, E)

nazywamy liczbe c(v) = %, gdzie n jest stopniem wierzchotka v.

Definicja 1.12.4. WSPOLCZYNNIKIEM GRUPOWANIA GRAFU nazywamy $redniq arytmetyczng wspol-
czynnikow grupowania wierzchotkéw i oznaczamy jo C(G).

Definicja 1.12.5. Niech dla kazdej pary réznych wierzcholkéw u,w € V(G), gdzie G = (V, E), réznych
od v € V(G) wyznaczony bedzie ulamek S"#S’), gdzie Sy, oznacza liczbe nagkrotszych $ciezek tgczqcych
wierzcholki w, w oraz Sy, (v) oznacza liczbe najkrétszych Sciezek taczqcych wierzchotki uw,w przechodzg-
cych przez wierzcholek v. Sume takich ilorazéw nazywamy MIARA CENTRALNOSCI WIERZCHOLKA [ub
POSREDNICTWEM 1 oznaczamy b(v).

Przyktad 1./12.2. Dla przyktadu 1.1.1 mamy D(G) = % gdyz graf G ma 4 krawedzie, a graf K4 ma
6 krawedzi. Srednia dlugo$é sSciezki wynosi % = %
wierzcholkéw wynoszq: ¢(1) = ¢(2) =1, ¢(3) = 3 oraz c(4) =
WYN0SI g.

4 . , . .
= 3. Z kolei wspdlczynniki grupowania
. Zatem wspotczynnik grupowania grafu
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