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Rozdziat 1

Teoria Graféw - Wyktad

Motywacja do tworzenia tego pliku jest che¢ uporzadkowania wiadomosci poznanych na wyktadzie prze-
kazanych nam w dos¢ swobodnej formie i opatrzenie ich w przydatne do zrozumienia definicji czy twier-
dzen przyktady i opisy. Oznaczenia informacji poprzez definicje, twierdzenia czy tez umowy sa wykonane
przeze mnie autorsko podobnie jak przyktady oraz wickszos¢ rysunkow.

PS. Prosze nie krzycze¢ jak w czyms sie machne ©.

1.1 Wyktad 1 - 21.02.2017

Definicja 1.1.1. GRAFEM PROSTYM G nazywamy pare (V, E), gdzie poprzez V' oznaczamy dowolny
(nawet niepusty) zbior wierzcholkéw, a przez E oznaczamy zbior krawedzi.

Definicja 1.1.2. KRAWEDZIA w grafie G = (V, E) nazywamy pare {x,y}, gdzie z,y € G. Mdowimy
wtedy, ze wierzcholki x i y SASIADUJA ze sobg lub tez gdy przyjmiemy oznaczenie e = {x,y} moZemy
mowic, ze wierzchotki x iy sg INCYDENTNE 2z krawedzig e

Oznaczenie 1.1.1. Zbior wierzchotkéw konkretnego grafu G oznaczaé bedziemy poprzez V(G), a zbior
krawedzi poprzez E(G)

Oznaczenie 1.1.2. Stosowac bedziemy rozne toisame oznaczenia na zawieranie sie krawedzi w zbiorze
wszystkich krawedzi: {x,y} € E(G), vy € G, xy € E. Oznaczajg one to samo i mogg byé stosowane
zamiennie. Podobnie na rézine sposoby oznaczac bedziemy nalezenie wierzchotka x do grafu G:
reV(G), zeq.

Umowa 1.1.1. Od tej pory wszystkie rozwazane grafy bedq grafami prostymi.
Definicja 1.1.3. Niech X bedzie dowolnym zbiorem, wtedy
(X]F={SCX:|S|=k}
czyli opisujge stowami [X|* jest rodzing wszystkich k-elementowych podzbioréw zbioru X .
Uwaga 1.1.1. Stosujgc powyziszq definicje mozemy zauwazyé, ze E C [V]?.
Uwaga 1.1.2. Moéwimy, Ze dwie krawedzie e i f sqsiadujg ze sobg, jesli len f| =1

Definicja 1.1.4. RZEDEM grafu nazywamy liczbe |G| = card V.
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Definicja 1.1.5. ROZMIAREM grafu nazywamy liczbe ||G|| = card E.

Przyktad 1.1.1. Graf prosty G, w ktérym V = {1,2,3,4} oraz E = {a,b,c,d}

Przyktadowo krawed? b mozemy zapisacé jako b = {1,2} i méwimy wtedy, ze wierzcholki 1 i 2 sq incy-
dentne z krawedzig b. Ponadto |G| =4 oraz ||G|| = 4.

Definicja 1.1.6. Zbior S C V(G) nazywamy NIEZALEZNYM wtedy i tylko wtedy, gdy ¥ axy & G
z,yeS
Definicja 1.1.7. Zbiér S C V(G) nazywamy KLIKA wtedy i tylko wtedy, gdy VS xy eG
x,ye

Przyktad 1.1.2. Analizujgc graf z przykladu pierwszego mozemy zauwazyé, ze zbior S; = {2,4} jest
zbiorem niezaleznym, a zbior Sy = {1,2,3} jest klikq.
Uwaga 1.1.3. Jezeli V(QG) jest klikq to graf G nazywamy grafem PEENYM

Oznaczenie 1.1.3. Graf pelny rzedu n oznaczamy K,

Przyktad 1.1.3. Graf pelny K

Definicja 1.1.8. Mowimy, ze G = (V, E) i G' = (V', E') sq 1ZOMORFICZNE (oznaczamy G = G') jezeli
istnieje bijekcja p: V. -— V' taka, Ze

V zyeE s o)y € E

z,yeV

Umowa 1.1.2. Grafy izomorficzne bedziemy utoZsamiac ze sobg.

Przyktad 1.1.4. Grafy izomorficzne G i G' wraz z opisanymi wartosciami izomorfizmu ¢: G — G’

c x Yy Z
’ ! o) =z o(d) = v
a e p(b) =u ple) =z
plc) =y o(f)=w

f u v w
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Definicja 1.1.9. Mdéwimy, ze G' C G jest PODGRAFEM grafu G jesli V(G') C V(G) oraz E(G") C E(G).

Przyktad 1.1.5. Graf G i jego podgraf G’

¢ d
¢ d
b b e
b e
G/
a f
G

Definicja 1.1.10. Mowimy, Ze G' C G jest grafem INDUKOWANYM jezeli
E(G") = {ay € E(G): 2,y € V(G')}

Przyktad 1.1.6. Graf G i graf indukowany z G oznaczony jako G’

c d
c d
b pe
b e
G/
a f
G

Definicja 1.1.11. Jezeli U C V(G), to G[U] = (U, E), gdzie E = {zy € E(G): z,y € U}.
Definicja 1.1.12. Méwimy, ze G' C G jest PODGRAFEM ROZPINAJACYM graf G jesli
GG =G (V(G)=VI(G))

Przyktad 1.1.7. Graf G i podgraf rozpinajgcy G’

c d c d

b pe be %c

a f a f
G G

Definicja 1.1.13. Jezeli G = (V, E) oraz G' = (V' E'), to
GUG =(VUV' EUE')
GNG' =(VUV ENE)

Przyktad 1.1.8. Suma dwéch graféw G i G’
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a
a C
b :
C
b y .
G € —
GUG

Uwaga 1.1.4. Jesli V(GNG') =0, to méwimy, ze grafy G i G' s¢ ROZLACZNE.
Definicja 1.1.14. Jesli U C V(G), to G — U = G[V \ U].

Definicja 1.1.15. Jesli x € V(G), to G — x = G — {z}.

Definicja 1.1.16. Jesli F C E, to G — F = (V,E\ F)

Definicja 1.1.17. Jeslie € E, to G —e = G — {e}.

Przyktad 1.1.9. Usuwanie wierzchotka ¢ z grafu G.

a a

b s b
[ — [ ——
d e d e
G G—-c

Jak widaé grafy G[{a,b}] i G[{d,e}] sq ze sobg rozlgczne.

Przyktad 1.1.10. W przykladzie 1.1.7 graf G' = G — {ce,bf}

Uwaga 1.1.5. Jesli F C [V]?, to G+ F = (V,EUF).

Definicja 1.1.18. Jesli grafy G i G’ sq rozlgczne , to ZESPOLENIEM tych graféw nazywamy graf
GxG'=GUG + F,

gdzie
F={zye[V(Q)UV(G)?: z e V(G), ye V(G)}

Przyktad 1.1.11. Zespolenie grafow G 1 K,

G - G*Kl
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Definicja 1.1.19. DOPELNIENIEM grafu G nazywamy graf G = (V(G), [V(G)]* \ E(Q)).

Przyktad 1.1.12. Graf G i jego dopetnienie G.

G G
Definicja 1.1.20. SASIEDZTWEM wierzchotka v € V(G) nazywamy zbior N(v) = {u € G: uwv € E(G)}
Definicja 1.1.21. STOPNIEM wierzcholka v € V(G) nazywamy liczbe d(v) = |N(v)].

Definicja 1.1.22.
d(G) = min d(v)

veG

A(G) = max d(v)
1

d(G) = v ;Gd(v)

Liczbe §(G) nazywamy MINIMALNYM STOPNIEM WIERZCHOLKA, liczbe A(G) MAKSYMALNYM STOP-
NIEM WIERZCHOLKA, a liczbe d(G) nazywamy SREDNIM STOPNIEM WIERZCHOLKA.

Uwaga 1.1.6.
(G) <d(G) < A(G)

Przyktad 1.1.13. Analizujgc graf G z przykladu 1.1.9 zauwazmy, zZe na przyklad N(c) = {b,d} oraz
d(c) = 2. Ponadto 6(G) =1, A(G) =2 oraz d(G) = &.
Lemat 1.1.1 (O usciskach dtoni). Suma stopni wierzchotkéw w grafie jest liczbg parzystq.
Dowdéd. Wystarczy zauwazy¢, ze

AE(G) = > dv)

veV(G)

Definicja 1.1.23. SCIEZKA nazywamy kaidy graf postaci

P = ({1’07 L1y ;l’k}, {xoﬂil, T1T2, . .. 7$k71$k})
gdzie x; # x; dla 0 <@ < j <k.

Definicja 1.1.24. DrLUGOSCIA SCIEZKI P nazywamy liczbe jej krawedzi. Scz’ez’k@ dtugosci k nazywamy
k-SCIEZKA i stosujemy oznaczenie Py

Przyktad 1.1.14. Graf G z przyktadu 1.1.9 jest Sciezkq dlugosci 4, mozemy zatem zapisaé rownowaznie

G =P, = ({a,b,c,d, e}, {ab,bc, cd, de})
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Oznaczenie 1.1.4. Sciezke mozemy jednoznacznie zdefiniowaé przy pomocy ciggu ToZy . . . T, ponadto
wprowadzamy oznaczenie
Pl’i = Xoxy1...X;

oraz
a takze

Py =o;... x; dla i< j
Oznaczenie 1.1.5. Jesli suma Sciezek tez jest sciezkq, to zamiast pisaé¢ PrUzQyUyR bedziemy uzywad
oznaczenia PrQyR.

Przyktad 1.1.15. Analizujgc grafy z przykiadu 1.1.8 jesli P = GUG' = abcede, to Pc = G oraz cP = G'.

Definicja 1.1.25. Jesli P = xoxy ...z, to wierzcholki xg, x), nazywamy KONCAMI Sciezki P, a wierz-
chotki xq, ..., xx_1 nazywamy WIERZCHOLKAMI WEWNETRZNYMI Sciezki P.

Oznaczenie 1.1.6. Sciezke oznaczong xq . .. x nazywaé mozemy takie xg — 1,-SCIEZKA.

Przyktad 1.1.16. Kolejny raz wracajgc do przyktadu 1.1.9 stwierdzi¢ mozemy, ze G jest a — e-sciezkq,
w ktorej a 1 e sq koncami Sciezki, a wierzcholki b, c,d sq wierzchotkami wewnetrznymi.

Definicja 1.1.26. Zalézmy, ze A, B C V(G). x — y-Sciezke oznaczong jako P, gdzie z,y € V(G),
nazywamy A — B-SCIEZKA jesli

PNA={z} oraz PN B={y}
Przyktad 1.1.17. Niech A = {ay, as,x} oraz B = {by, b, y}, przyklad x—y-sciezki bedacej A— B-Sciezkq

ay b1

x )
z

a2 bg
G

Definicja 1.1.27. Jesli H jest grafem, to x —y-Sciezke nazywamy H -sciezkq, jesli wspolnymi wierzchot-
kami tych grafow sq konce $ciezki P, ponadto

HNP={zy},0)
Przyktad 1.1.18. Niech H = ({a,b,c,d, e}, {ab,bc,bd, cd,de}) oraz P = axe. Wtedy P jest H-Sciezkq.
b d
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Definicja 1.1.28. CYKLEM nazywamy kazdy graf postaci
ToT1 - Th—1 + ToTg—1 dlak >3
Definicja 1.1.29. DLUGOSCIA CYKLU nazywamy liczbe krawedzi tego cyklu.

Oznaczenie 1.1.7. Cykl dlugosci k nazywamy k-cyklem i oznaczamy symbolem Cy,

Przyktad 1.1.19. Cykl C,

Cy

Definicja 1.1.30. Liczbe g(G) nazywamy TALIA grafu G i oznaczamy przez nig diugo$é najkrotszego
cyklu zawartego w grafie G.

Definicja 1.1.31. Liczbe o(G) nazywamy OBWODEM grafu G i oznaczamy przez nig diugo$é najdiuz-
szego cyklu zawartego w grafie G.

Przyktad 1.1.20. W grafie z z przykladu 1.1.18 g(G) = 3 oraz o(G) = 6.
Uwaga 1.1.7. Jesli graf G nie zawiera Zadnego cyklu, to g(G) = oo oraz o(G) = 0.
Definicja 1.1.32. CIECIWA nazywamy krawedz, ktora lgczy wierzcholki x,y € Cy, ale xy & Cy.

Przyklad 1.1.21. Krawed? bd jest przyktadem cieciwy dla cyklu abeda

d a

c b

Definicja 1.1.33. Cykl C C G nazywamy CYKLEM INDUKOWANYM jesli Zadna cigciwa tego cyklu nie
nalezy do grafu G

Przyktad 1.1.22. Przykiad grafu z cyklem indukowanym

Definicja 1.1.34. ODLEGLOSCIA WIERZCHOLKOW z i y w grafie G nazywamy dlugosé najkrétszej
x — y-Sciezki zawartej w G i oznaczamy dg(z,y).
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Definicja 1.1.35. SREDNICA grafu G nazywamy liczbe diam(G) = max max d(u,v).
vE ue

Definicja 1.1.36. Jesli kazde dwa wierzchotki grafu G mozna polgczyé sciezkq, to graf G nazywamy
GRAFEM SPOJNYM.

Przyktad 1.1.23. Analizujgc graf z przyktadu 1.1.21 zauwazamy, ze np. d(b,d) = 1, ale d(a,c) = 2.
Ponadto diam(G) = 2 oraz graf G jest spdjny.

Definicja 1.1.37. Maksymalny podgraf spojny grafu G nazywamy SKLADOWA.

Przyktad 1.1.24. Podgrafy ({a,b,c,d},{ab,be,cd,da}), ({e},0) oraz ({f},0) sq skladowymi grafu G.

fe d a

ce c b

G

Lemat 1.1.2. Jesli G jest grafem, ktory zawiera cykl, to
9(G) < 2 diam(G) + 1

Dowdd. Przypuéémy, ze g(G) > 2 diam(G) + 1. Zatézmy, ze diam(G) = k oraz g(G) < 2k + 2. Ponadto
niech C' bedzie najkrétszym cyklem danym nastepujaco:

C = vV ... UpUgaq - - - VokUsks1 - - - UsUg

Wierzchotki vy 1 vg11 sa potaczone dwoma Sciezkami. Niech P bedzie krotsza z tych Sciezek o dtugosci
< k+ 1, wtedy d(vo, vx) < k. Przez @) oznaczmy $ciezke vgvgy1 o dtugosci < k. Wtedy jednak P U Q)
zawiera cykl dhugosci co najwyzej 2k + 1 - sprzecznosé. O

Definicja 1.1.38. Graf oznaczony jako GOG' nazywamy PRODUKTEM KARTEZJANSKIM grafow G i G’
jesli v(GOG") = v(G) x v(G') oraz

uu' ~ v S (u=v AU ~e ) lub (u~g v Au =)
Przez a ~g b rozumiemy oznaczenie krawedzi miedzy wierzchotkami a i b w grafie G.

Definicja 1.1.39. Graf oznaczony jako G x G' nazywamy ILOCZYNEM TENSOROWYM grafow G i G’
jesli v(G x G') = v(G) x v(G') oraz

uwd ~ o S U ~p VU tu~g

Definicja 1.1.40.
GG =GUOG UG x G

Definicja 1.1.41. PROMIENIEM grafu G nazywamy liczbe rad(G) = mi(l';l max d(u,v).
veG ue

Definicja 1.1.42. Graf G nazywamy grafem REGULARNYM jesli wszystkie wierzcholki majg ten sam
stopien.
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Definicja 1.1.43. GRAFEM PETERSENA nazywamy graf nastepujgcej postaci

1.2 Wyktad 2 - 27.02.2017

Definicja 1.2.1. Rodzine zbiorow A = {Aq, Aa, ..., A, } takg, ze X vV Ai#Doraz ¥ ANA =0

<isn 1<i,j<n
oraz \JA = A nazywamy PODZIALEM ZBIORU A.

Definicja 1.2.2. Graf G nazywamy grafem k-DZIELNYM, jesli istnieje k-elementowy podzial zbioru
V(G) skladajgcy sie ze zbioréw niezaleznych. Graf k-dzielny o maksymalnej liczbie wierzchotkéw nazy-
wamy grafem PEENYM k-DZIELNYM.

Oznaczenie 1.2.1. Graf pelny dwudzielny G = (V3 U Vo, E), gdzie Vi 1 Vy sq niezaleine oraz |Vi| =
n, |Va| = m oznaczamy K, .

Przyktad 1.2.1. Graf G' z przyktadu 1.1.4 jest grafem dwudzielnym Ks 5
Definicja 1.2.3. Graf rzedu n rozmiaru 0 nazywamy grafem pustym i oznaczamy N,.

Przyktad 1.2.2. Korzystajac z przyktadu 1.1.24 mozemy zauwazyé, ze graf Gle, f] jest przyktadem grafu
Ns.

Uwaga 1.2.1. K,,,,, = N, ¥ N,

Definicja 1.2.4. Jesli G jest grafem prostym, to GRAFEM KRAWEDZIOWYM tego grafu nazywamy
L(G) = (E(G), F), gdzie ef € F wtedy i tylko wtedy, gdy e i f sgsiadujg w grafie G.

Przyktad 1.2.3. Przyklad grafu krawedziowego (dla ulatwienia dodano kolorowanie odpowiednich kra-
wedzi w grafie wejsciowym 1 wierzchotkéw w grafie krawedziowym,)

«

i
A

e

Twierdzenie 1.2.1. Kazdy cykl w grafie dwudzielnym ma diugosé parzystq.



ROZDZIAL 1. TEORIA GRAFOW - WYKLAD 11

Dowadd. Ustalmy cykl vivs ... v,v1 C G, gdzie G jest grafem dwudzielnym. Niech Vi, V5 bedg zbiorami
niezaleznymi takimi, ze V; UV, = V(G) oraz

V (v €Vi=v €V, v, €Va= v €V, v, €Vi= v €V, v, € Vo= v € V)
<n

Mozemy zalozyé¢, ze tylko wierzcholki o indeksach nieparzystych (parzystych) naleza Vi (V3), zatem
v, € Va, stad n jest parzyste. O]

Przypomnienie 1.2.1. Méwimy, Ze graf G jest spojny, jesli Y  istnieje u — v-Sciezka.
u,veV(QG)

Definicja 1.2.5. DROGA w grafie G nazywamy taki cigg wierzchotkow, w ktéorym kazde 2 wierzcholk:

wystepujgce bezposrednio po sobie sq sgsiadami.

Przyktad 1.2.4. Jedng z drég w przykladzie 1.1.18 jest edcbde (pamietajmy, ze kaZda $ciezka jest drogg,
ale nie kazda droga jest Sciezkq).

Uwaga 1.2.2. Graf G jest spéjny wtedy i tylko wtedy, gdy VY istnieje droga, ktorej pierwszym
u,veV(G)

wierzchotkiem jest w, a ostatnim v.

Twierdzenie 1.2.2. Jesli graf G jest grafem spojnym rzedu n, to jego wierzchotki mozemy tak ponu-

merowad, ze N G; = Gluy,...,v;] jest grafem spdjnym.
1<isn

Dowad.
1. Niech V; bedzie dowolnym wierzchotkiem.
2. Zalézmy, ze ponumerowalismy i wierzchotkéw (G; = Gluy, ..., v;] jest spojny)

3. Jedli G; # G toniech u € G\ G;. Skoro G jest spojny, to na pewno istnieje u — G;-Sciezka oznaczmy
ja P. Niech v;,; bedzie ostatnim wierzchotkiem $ciezki P, v;11 € G;. G411 bedzie spojny, bo v;iq
jest sagsiadem wierzchotka z grafu Gj.

Twierdzenie 1.2.3. Jesli G jest grafem rzedu n rozmiaru m, ma k skiadowych, to

(n—k)(n—Fk+1)

n—k<m< 5

Dowdd.

I) Przeprowadzimy indukcje wzgledem m. Jesli m = 0, to n — k = 0. Ustalmy graf o rozmiarze m, o
minimalnej liczbie krawedzi. Wowczas G — e, gdzie e jest dowolng krawedzia, ma k + 1 sktadowych
oraz rozmiar m — 1. Z zaltozenie indukcyjnego n — (k+1) < m — 1, a zatem n — k < m.

II) 1) Graf ma maksymalng liczbe krawedzi, gdy wszystkie jego sktadowe sa grafami petlnymi.

2) Pokazemy, ze dla 1 <i < j
Rl =+ {1511 < Kl + 1[5l
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3) Z podpunktu 2) wynika, ze G = K,_(r—1) U (k — 1) - K; (= Ni_1), zatem

G+Dj -1D@E-2) -1 jG-1 JlUG+H)-@G-D] -Di-2—4 . .
SR S S S 2 + 2 =J==) >0

Stad

K-l =
O

Definicja 1.2.6. ZBIOREM ROZSPAJAJACYM grafu spojnego nazywamy zbior krawedzi F' grafu G taki,
ze graf G — F' jest niespojny. Minimalny zbior rozspajagcy nazywamy ROZCIECIEM, a jesli rozciecie jest
1-elementowe to nazywamy je MOSTEM.

Przyktad 1.2.5. Przykladowym zbiorem rozspajajgcym jest zbior F = {ab,de} z przykladu 1.1.18, a
przyktadem mostu jest krawedz xz z przyktadu 1.1.17.

Definicja 1.2.7. Liczbe \(G) nazywamy SPOINOSCIA KRAWEDZIOWA i 02naczamy przez nig moc naj-
mniej licznego rozciecia

Przyktad 1.2.6. Dla cyklu Cy z przyktadu 1.1.19 mamy A(Cy) = 2.

Definicja 1.2.8. ZBIOREM ROZDZIELAJACYM grafu spéjnego nazywamy zbior wierzchotkéw U C V (G)
taki, ze G — U nie jest spajny (lub G — U = K;). Jesli istnieje 1-elementowy 2bidr rozdzielajgcy, to
jedyny jego element nazywamy WIERZCHOLKIEM ROZDZIELAJACYM

Definicja 1.2.9. Liczbe k(G) nazywamy SPOINOSCIA WIERZCHOLKOWA i oznaczamy przez nig mini-
malng liczbe wierzchotkow jakq nalezy usungc, aby rozspoié graf.

Przyktad 1.2.7. Dla grafu z przyktadu 1.1.17 wierzchotkiem rozdzielajgcym jest wierzcholek z, a zatem
k(G) = 1.

Twierdzenie 1.2.4. Jezeli graf G jest spojny, to

Dowdéd. [nieréwnosci \(G) > k(G)] Przeprowadzimy indukcje wzgledem A(G)

1. MG) = 1, woéwczas istnieje most e € F(G). Wystarczy wtedy usunaé¢ e i otrzymujemy graf
niespojny lub Ky

2. Krok indukcyjny: Zalézmy, ze dla kazdego grafu G, w ktérym A(G) = k speliona jest nier6wnosé
AMG) 2 k(G). Rozwazmy graf G, ktérego rozciecie ma moc k + 1. Niech e nalezy do rozciecia grafu
G, wtedy A\(G — e) = k. Z zalozenia indukcyjnego k(G — €) < k, zatem istnieje zbior rozdzielajacy
U taki, ze |U| < k tzn. G — e — U jest niespéjny, lub jest grafem K. G —e—U =G —U — e lub
G — U w przypadku, gdy e ¢ G — U. Wtedy A\(G — U) < 1 oraz k(G — U) < 1. Istnieje wtedy
pewien wierzcholek z, ze G — U — z nie jest spojny oraz |U U {z}| < k + 1.

]
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1.3 Wyktad 3 - 06.03.2017

Definicja 1.3.1. Graf G nazywamy k-spéjnym jesli k(G) > k
Uwaga 1.3.1.

a) Graf jest spéjny wtedy 1 tylko wtedy, gdy jest 1-spdjny

b) Jesli G jest k-spojny (k > 1) to jest réwniez (k — 1)-spdjny

Lemat 1.3.1. Jesli graf G jest spojny, to krawedZ e € G jest mostem wtedy i tylko wtedy, gdy nie nalezy
ona do zZadnego cyklu.

Dowdd. (=)

1. Zatézmy, ze krawedz e = xy nalezy do kazdej Sciezki taczacej dwa wierzchotki roznych sktadowych
(oznaczmy je jako u i v)

2. Przypusémy, ze C' = P U zy jest cyklem w grafie G.
3. Niech @) bedzie u — v-$ciezka w grafie G.

4. Wtedy Qz U P UyQ zawiera u — v $ciezke (i nie zawiera krawedzi e) - sprzecznosc¢ z zatozeniem z
punktu 1.

(<)
1. Zatézmy, ze w grafie G nie ma zadnego cyklu.

2. Przypusémy, ze e = xy nie jest mostem, G — e jest grafem spojnym. W grafie G — e niech P bedzie
x — y-Sciezka.

3. PUuzy jest cyklem w grafie G - sprzeczno$¢ z zatozeniem z punktu 1.

]

Twierdzenie 1.3.1. Graf G jest grafem 2-spojnym wtedy i tylko wtedy, gdy mozna go otrzymac z cyklu
poprzez dodawanie H-Sciezek do wczesniej utworzonych grafow H

Dowdd. (<)
1. Cykl jest grafem 2-sp6jnym.
2. Zalozmy, ze graf H jest skonstruowany zgodnie z trescig twierdzenia.
3. Niech H; = H U P, gdzie P jest H-Sciezka.
4. Niech ponadto v € Hj.
5. Pokazemy, ze H; — v jest spojny.

1° Niech v € H\ P, graf H —v jest spéjny (bo H jest 2-spéjny). Zatem graf H —vUP = HUP —v
jest spojny.
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2° Niech v € P. Wtedy Hy —v = H U P,_ U P,, jest spdjny (wyjasnienie tego oznaczenia:
P=uvy...;v;...v_vug...0p
(=)
1. Skoro G jest 2-spojny, to zawiera cykl.

2. Niech H C G bedzie maksymalnym grafem indukowanym (stworzonym zgodnie z teza twierdzenia).

3. H jest indukowanym podgrafem, u,v € H oraz uv € E(G). Gdyby uwv ¢ E(H), to uv byloby
H-$ciezky - sprzeczno$é z maksymalnoscia grafu H.

4. Jesli H C @G, to istnieje wierzchotek v € G — H 1 istnieje wierzcholek u € H, ze uv € E(G).
5. G — u jest spojny.
6. Istnieje v — H $ciezka oznaczmy ja przez P w G — u.

7. wvP — H-$ciezka - sprzecznos¢ z maksymalnoscig grafu H, zatem H = G.

O

Definicja 1.3.2. Niech G = (V, E) bedzie grafem spdjnym oraz niech X C VUE, a A,B CV beda
zbiorami niekoniecznie roztgeznymi. Mowimy, Ze ZBIOR X ROZDZIELA jesli dla kaidej A — B-$ciezki
nalezy pewien element zbioru X.

Twierdzenie 1.3.2. [Mengera/
Minimalna liczba wierzchotkéw oddzielajgcych zbiory A i B, gdzie A,B C V w grafie G = (V, E) jest
rowna maksymalnej liczbie roztgcznych A — B-$ciezek.

Oznaczenie 1.3.1. (G, A, B) = k - minimalna liczba wierzcholkéw oddzielajgcych zbiory A i B
Komentarz 1.3.1. Jesli w grafie G wystepuje | rozlgeznych A — B-$ciezek, to k(G, A, B) > 1

Komentarz 1.3.2. Jesli G jest l-spojny, to liczba rozlgcznych A — B-$ciezek jest ograniczona przez
k(G, A, B). Zaktadamy, Ze G jest k-spojny. Pokazemy, Ze jesli w grafie G istnieje rodzina A — B-Sciezek
roztgeznych P, gdzie |P| < k, to istnieje rodzina Q rozlgcznych A — B-Sciezek, Ze konice Sciezek z Q to
kotice $ciezek z P i |Q| =k + 1.

Dowdd. Przeprowadzimy indukcje po |G — B|. Zatézmy, ze P jest rodzing roztacznych A — B-Sciezek,
|P < k| oraz |G| > k.

1. Niech R bedzie A — B-Sciezka, ktora omija wierzchotki, ktore naleza do B i sa koncami Sciezek z
P. Jesli R jest roztaczna ze Sciezkami z P, to P U {R} jest zadang rodzing.

2. Jesli R ma wierzchotki wspolne z pewnymi $ciezkami z P to niech x bedzie ostatnim wierzchotkiem
Sciezki P € P
B'=BUV(zPUxR)
P =P\ {P}U{xP} — rodzina A — B" — $ciezek

|G — B'| < |G — B]
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Stosujemy zaltozenie indukcyjne. Istnieje rodzina A — B’-$ciezek roztacznych, oznaczmy ja jako Q
taka, ze |Q| = |P| + 1. Konce Sciezek z Q zawieraja konce Sciezek z P'. W Q jest jedna Sciezka @),
ktorej koncem jest wierzchotek x oraz jedna $ciezka, ktorej konicem jest wierzchotek y, gdzie y jest
rozny od koncéw $ciezek z P

1°yexP QUzR Q UxzP
2° ygaxP QUaP (oiley & B).

1.4 Wyktad 4 - 13.03.2017

Whniosek 1.4.1. Jesli w grafie spéjnym a,b € V(G) oraz ab & E(G) to minimalna liczba wierzchotkow
rozdzielajgcych wierzchotek a od b oraz réznych od a oraz b jest rowna maksymalnej liczbie niezaleznych
a — b-$ciezek.

Dowdd. Korzystamy z twierdzenia Mengera dla zbioréw N(a) i N(b). Istnieje wzajemnie jednoznaczna
odpowiedniosé miedzy roztacznymi N (a) — N (b)-$ciezkami oraz niezaleznymi a — b-Sciezkami. Jesli U jest
zbiorem wierzchotkéw rozdzielajacych zbiory N(a), N(b). U jest zbiorem wierzchotkéw rozdzielajacych
a od b iréznych od aib. O

Twierdzenie 1.4.1. [Uogélnione Twierdzenie Mengera/

Graf G jest k-spojny wtedy @ tylko wtedy, gdy kazde jego dwa wierzcholki sq polgczone k-niezaleznymi
sciezkams.

Dowdd. (<)

Jesli usuniemy mniej niz k-wierzchotkéw to kazde dwa wierzchotki w grafie beda potaczone przynajmniej
jedng $ciezka.

(=)

1. |G| > k (na mocy k-sp6jnosci)

2. Przypusémy, ze wierzchotki a,b € V nie sa potaczone k niezaleznymi $ciezkami. Nie moze istnie¢
mniej niz k wierzchotkéw rozdzielajacych a, b, bo graf jest k-spéjny. Zatem ab € E(G) (poréwnaj
z twierdzeniem Mengera).

3. G — ab - w tym grafie istnieje co najwyzej k — 2 niezaleznych a — b-Sciezek.

4. 7 wniosku w grafie G — ab istnieje zbiér rozdzielajacy wierzchotki a i b mocy co najwyzej k — 2
(oznaczmy go jako U).

5. Z punktu 1 w grafie G — U istnieje x € V(G — U) taki, ze © # a, © # b. x jest w jednej ze
sktadowych grafu G — U. Mozemy zaltozy¢, ze = jest w tej samej sktadowej co wierzchotek b. Zbior
U oddziela a od x (w G —ab). U U{b} rozdziela wierzcholki a i = w grafie G, ale [UU{b}| < k—1
- sprzecznosé z k-spdjnoscig grafu.

O
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Definicja 1.4.1. DROGA ZAMKNIETA nazywamy droge, w ktorej pierwszy i ostatni wierzcholek sa sobie
rowne.

Definicja 1.4.2. CYKLEM EULERA (w grafie spojnym G) nazywamy droge zamknietq, ktora zawiera
wszystkie krawedzie danego grafu i kazda krawedz wystepuje tam doktadnie raz.

Definicja 1.4.3. GRAFEM EULERA nazywamy graf, ktory zawiera cykl Fulera.

Definicja 1.4.4. ScIEZKA EULERA nazywamy droge, ktéra zawiera wszystkie krawedzie danego grafu i
kazda krawedZ wystepuje tam dokladnie raz.

Definicja 1.4.5. Graf nazywamy POLEULEROWSKIM, jesli zawiera on $ciezke Eulera.
Lemat 1.4.1. Jesli 6(G) > 2, |G| > 3, to w grafie istnieje cykl.

Dowdd. Ustalmy dowolny wierzchotek v; € G. Tworzymy réznowartosciowy cigg wierzchotkéw, w kto-
rym sasiednie wierzchotki sasiaduja w grafie. Ciag jest skonczony i ostatni wierzchotek sasiaduje z
pewnym wierzchotkiem wystepujacym wczesniej. O

Twierdzenie 1.4.2. [Eulera/
Zatozmy, ze G jest grafem spojnym. G jest grafem FEulera wtedy 1 tylko wtedy, gdy stopien kazdego
wierzchotka jest liczbg parzystq.

Dowdéd. (=) W grafie istnieje cykl Eulera.
V1U2 . ..UV

Mozemy wyznaczy¢ stopnie wierzchotkow przechodzac przez cykl Eulera. Gdy przechodzimy przez dany
wierzchotek to jego stopien zwiekszamy o 2.

(=)

W grafie G nie ma wierzchotkéw izolowanych zatem ¢ > 2. Z lematu 1.4.1 w grafie GG istnieje cykl
C'. Jedli cykl jest cyklem Eulera to mamy koniec dowodu. Jesli nie, to rozwazmy G — E(C). W grafie
G—E(C) dalej wierzchotki maja stopnie parzyste. Niech v bedzie wierzchotkiem z C' oraz wierzchotkiem z
G —E(C), ktérego stopien jest wiekszy lub réwny 2. Dla wierzchotka v konstruujemy, tak jak w dowodzie
lematu 1.4.1 droge zamknieta. Przechodzgc najpierw po jednym cyklu, a potem po drugim uzyskujemy
droge zamknieta. Procedure powtarzamy tak dtugo, az wyczepiemy krawedzie. O

Algorytm 1.4.1. [Fleurego]
Algorytm wyznaczania cyklu Eulera

1. Cykl zaczynamy w dowolnym wierzcholku.
2. Do kolejnego wierzchotka przechodzimy krawedziq, ktora nie jest mostem, ale jesl jest to mozliwe.
3. Z grafu usuwamy “przechodzone” krawedzie i izolowane wierzchotki.

Dowdd. Wystarczy pokazaé, ze w kazdym kroku konstrukcji mamy graf spojny. Zatézmy, ze utworzyliSmy
droge, ktorej ostatnim wierzchotkiem jest wierzchotek v, otrzymany graf jest spojny. Pokazemy, ze w
kolejnym kroku konstrukcji réwniez otrzymamy graf spojny.

1° Istnieje krawedz incydentna z v, ktéra nie jest mostem.
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2° Jedyne wychodzace krawedzie to mosty, w przypadku jednego mostu usuniecie tej krawedzi nie
rozspoi grafu. Przypu$émy, ze istnieja przynajmniej dwa mosty. Rozwazmy graf G — e - graf ten
nie jest spéjny. Pierwszy wierzcholek drogi oraz ostatni maja stopnie nieparzyste. W sktadowej, do
ktorej nalezy wierzchotek u jest tylko jeden wierzchotek stopnia nieparzystego.

]

Definicja 1.4.6. CYKLEM HAMILTONA w grafie spojnym G nazywamy cykl, do ktorego nalezqg wszystkie
wierzcholki G.

Definicja 1.4.7. GRAFEM HAMILTONA nazywamy graf zawierajgcy cykl Hamiltona.

Definicja 1.4.8. SciEzZKA HAMILTONA w grafie spéjnym G nazywamy Scieike, ktdra przechodzi przez
wszystkie wierzchotki grafu G doktadnie raz.

Definicja 1.4.9. Graf nazywamy POLHAMILTONOWSKIM, gdy zawiera on Sciezke Hamiltona.

1.5 Wpyktad 5 - 20.03.2017

Definicja 1.5.1. Graf G nazywamy PRAWIE HAMILTONOWSKIM, jesli dodanie jednej krawedzi spowoduje
powstanie cyklu Hamiltona.

Twierdzenie 1.5.1. [Diraca/
Jezeli w grafie prostym rzedu n, n > 3 dla kazdego wierzchotka v € G spelniona jest nierownosc
deg(v) > %5, to G jest grafem Hamiltona.

Twierdzenie 1.5.2. [Orego/
Jesli w grafie prostym rzedu n, n > 3 dla kazdych dwdch takich wierzcholkéw u,v € V(Q), ze uv € E(G)
spetniona jest nieréwno$é deg(u) + deg(v) > n, to G jest grafem Hamiltona.

Dowdd. Zatozmy, ze G spelnia zalozenia twierdzenia. Przypusémy, ze G nie jest hamiltonowski. G' D G,
gdzie G’ jest prawie hamiltonowski, V(G’) O V(G) — G’ jest p6éthamiltonowski. W grafie G’ istnieje
Sciezka Hamiltona (w grafie G’ zalozenie twierdzenia sa nadal spelnione)

P=vvy...v,
1. vv, € E(G")
2. Niech deg(vy) = k. Wowczas deg(v,) = n — k (na mocy zalozenia)
3. Istnieje taki wierzchotek v; € N(vy1), ze v;—y € N(v,). Istotnie, gdyby tak nie byto to deg(v,) < n—k—1

4. v1Pv;_1v, Pv;u; jest cyklem Hamiltona - sprzecznosé z zatozeniem (G’ prawie hamiltonowski).

Definicja 1.5.2. DRZEWEM nazywamy kazdy graf prosty, acykliczny i spéjny.
Definicja 1.5.3. LASEM nazywamy graf prosty i acykliczny.

Komentarz 1.5.1. Kazda skiadowa lasu jest drzewem.
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Twierdzenie 1.5.3. Zaloimy, Ze T jest grafem prostym rzedu n. Wowczas nastepujgce warunki sq
rownowazne

i) T jest drzewem.
ii) T jest acykliczny i ma n — 1 krawedzi.
iii) T jest spojny i ma n — 1 krawedzi.
i) T jest spajny 1 kazda krawedZ jest mostem.
v) Kazde dwa wierzcholki sa polgczone doktadnie jedng $cieikq
vi) T jest acykliczny i po dodaniu jednej krawedzi bedzie zawieral dokladnie jeden cykl.

Dowdd. i) = ii)

Acyklicznos$é jest spelniona. Pokazemy, ze T' ma n — 1 krawedzi (indukcyjnie wzgledem n). Usuhimy z
drzewa T' jedna krawedz e = xy. Graf T' nie jest spojny, bo = i y nie sa polaczone $ciezka P w T — e.
Gdyby byty, to e U P bytby cyklem. Do sktadowych grafu T — e stosujemy zatozenie indukcyjne. Kazda
ze sktadowych (sa dwie) ma krawedzi o jedna mniej niz wierzchotkow.

IT—ell=n—2=|[T]|=n—1

Skoro T' jest acykliczny, to kazda jego sktadowa jest drzewem. Stosujemy punkt i) = i) dla kazdej
sktadowej. Niech k oznacza liczbe sktadowych. Wtedy ||T|| = n — k, z drugiej strony ||T|| =n — 1, a
stad k= 1.

Niech e bedzie dowolng krawedzia. ||T — e|| = n — 2, z twierdzenia 1.2.3 o liczbie krawedzi w grafie T'— e
wiemy, ze graf ten nie jest spojny (n —1 < n — 2)

iv) = 0)

Przeprowadzimy dow6d niewprost. Przypuéémy, ze istnieja dwie 2 — y $ciezki: P, P. Stad P U P zawiera
cykl. Przypomnijmy teraz, ze krawedz jest mostem wtedy i tylko wtedy, gdy nie nalezy do zadnego
cyklu. Stad wiemy, ze zadna z krawedzi cyklu nie jest mostem. Skoro T' zawiera cykl, to zawiera tez
krawedzie, ktore nie sg mostami.

v) = i)

Gdyby T zawieratl cykl, to kazda dwa wierzchotki tego cyklu bytyby potaczone co najmniej dwoma
Sciezkami. T" wobec tego jest acykliczny. Niech e = xy € T, w T istnieje x — y-Sciezka P, a zatem xy U P
jest cyklem. Przypu$émy, ze T U e zawiera dwa cykle oznaczmy je e U P oraz e U P’ lecz wtedy P U P’
zawiera cykl oraz ten cykl zawarty jest w T' - sprzecznosc.

Vi) = 1)

Wystarczy pokazaé, ze T jest spojny. Ustalmy z,y € T'. Pokazemy, ze x i y sa potaczone Sciezka.

1. Jedli zy € T, to xy jest x — y-Sciezka.

2. Jesli zy ¢ T, to wtedy tworzymy T'Uxy, w grafie mamy cykl C' = xyU P, gdzie P jest x —y-Sciezka
wT.
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Definicja 1.5.4. Zalozmy, ze r € V(T'). W drzewie T wprowadzimy porzqdek

Natomiast dla u,v € V(T)
usv<=uecrlv

Drzewo z tak zdefiniowanym porzgdkiem nazywamy DRZEWEM UKORZENIONYM
Uwaga 1.5.1. Poprzez uTv oznaczamy jedyng u — v-$ciezke w drzewie T’

Definicja 1.5.5. Jesli mamy drzewo ukorzenione T'C G, to T nazywamy DRZEWEM NORMALNYM (w
G ), jesli korice kazdej T-sciezki (zawartej w G sq¢ poréwnywalne).

Definicja 1.5.6.
NC)={veG:v¢gC, istniejeu € C, wv € E(G)}

Twierdzenie 1.5.4. Kazdy graf spojny zawiera drzewo normalne rozpinajgce ten graf.

Dowdd. Niech T bedzie maksymalnym drzewem normalnym, jesli 7' C G, V(T) = V(G) to mamy koniec
dowodu. Jesli jednak V(T) C V(G) to rozwazmy G — T. Niech C bedzie sktadowa grafu G — T oraz
N(C) CT. N(O) jest tancuchem. Niech x,y € N(C) oraz P bedzie T-$ciezka (z — v — u — y). Niech a
bedzie najwiekszym elementem tancucha N(C'). Ponadto niech b € C' tak, ze ab € E(G). Konstruujemy
T' =T Uab. Wtedy T" jest drzewem normalnym. Ustalmy dowolng T"-Sciezke

1. Jezeli T'-Sciezka jest T-$ciezka, to koniec dowodu

2. Jedli b jest jednym z koncow tej $ciezki, a drugi z koncéw oznaczymy z, to z € N(C) oraz z < a,

a zatem a € r1Tb.

]

1.6 Wyklad 6 - 27.03.2017
Definicja 1.6.1. Niech G = (V, E) bedzie grafem. Funkcje w: E — R, nazywamy WAGA.
Definicja 1.6.2. Pare (G, w), gdzie G jest grafem, a w wagq, nazywamy GRAFEM WAZONYM

Definicja 1.6.3. WAGA GRAFU G nazywamy liczbe

e€cE(QG)

Algorytm 1.6.1. [Kruskala/
W kazdym kroku wybieramy krawedZ o minimalnej wadze tak, aby nie stworzyé cyklu.

Twierdzenie 1.6.1. W wyniku algorytmu Kruskala otrzymujemy drzewo o minimalnej wadze.
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Dowdéd. Niech T bedzie drzewem uzyskanym w wyniku algorytmu Kruskala. E(T) = {e1,...,e,_1}.
Przypuéémy, ze T nie jest drzewem o minimalnej wadze. Niech T bedzie drzewem o minimalnej wadze,
ktére "zgadza sie najdluzej z algorytmem” czyli istnieje k, ze eq, ..., ex € E(T") oraz dla zadnego drzewa

o minimalnej wadze T nie jest prawda, ze ey, ..., ex, ex1 € E(T)
1. exr1 €17, azatem T' + e, 1 zawiera cykl C' oraz istniejee € C: e & T.

2. Rozwazmy T" 4 e, 1 — e. Jest to drzewo rozpinajace. Jakie sg wagi krawedzi e;, 1, e
w(ep+1) < wie)

w(T' + ejp1 — e) < w(T") sprzecznosé

Definicja 1.6.4. Drzewo T nazywamy DRZEWEM OZNAKOWANYM jesli V(T) ={1,...,n} oraz
E(T) < [V(T)P.

Twierdzenie 1.6.2. [Cayleya/
Istnieje doktadnie n"~2 drzew oznakowanych.

Dowdd. Istnieje bijekcja miedzy zbiorem drzew oznakowanych rzedu n, a zbiorem wszystkich ciggoéw
(n — 2)-elementowych o wyrazach ze zbioru n-elementowego. Tworzymy dwa ciagi (a,) i (b,) dtugosci
n—2. Na poczatek niech T} = T, jako by bierzemy 1i$¢ (wierzchotek stopnia 1) drzewa 77 o najmniejszym
numerze, a jako a; bierzemy jego sasiada. Nastepnie tworzymy drzewo Tp, = T} — by i powtarzamy
procedure: jako by bierzemy lisé T, o najmniejszym numerze, a jako as jego sasiada, itd (7; = T;—1 —b;_1).
az otrzymamy wyrazy b, s oraz a,_o. Nas interesuje ciag (a,) (nazywamy go KODEM PRUFERA)

Procedure te mozna odwrocié: niech (aq, ag, .. ., a,_2) bedzie ciagiem o wyrazach ze zbioru {1,2,...,n}.
Jako by wybieramy najmniejsza liczbe ze zbioru {1, ..., n}, ktéra nie wystepuje w ciagu (a1, az, . . ., a,_2).
Tworzymy krawedZ a;b;. Nastepnie jako by wybieramy najmniejsza liczbe ze zbioru {1, ..., n} rézna od
by, ktéra nie wystepuje w ciagu (as,...,a,_2) 1 tworzymy krawedz asby, itd. az otrzymamy b, _» oraz
krawedZ a,_ob,_o. Na koniec tworzymy krawedz miedzy wierzchotkami, ktérych wartosci nie wystapity
w ciagu b, [

Przyktad 1.6.1. Tworzenie kodu Prifera

3 6
° °
2@
1 )
136———o1 11
) 7 8
12
*10 9
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Uzyskane ciqgi:
(an) = (4,4,5,7,7,7,11,5,4,1,1,) - kod Priifera oraz pomocniczy (b,) = (2,3,6,8,9,10,7,11,5,4,12).

Definicja 1.6.5.
Rodzaje grafow:

1.7

GRAF PROSTY - gdy mamy "tradycyjny” zbiér wierzcholkéw V oraz E C [V]?
HIPERGRAF - gdy mamy tg réznice, ze E C [V]<¥

GRAF SKIEROWANY - gdy VN E = (wierzcholki i krawedzie "wsadzamy jakby do jednego wora”)
oraz istniejq funkcje init: £ —V orazter: £ —V

GRAF ZORIENTOWANY - mowimy, ze graf D skierowany jest ORIENTACJA grafu prostego G, jesli

V(G) = V(D), E(G) = E(D) oraz ¥ {init(e),ter(e)} = {x,y} Zatem grafem zorientowanym
e=xy

nazywamy graf skierowany, ktory jest orientacjq grafu prostego.

MULTIGRAF - gdy V N E = oraz istnieje funkcja f: E — V U[V]?, a takie macierz sgsiedztwa
rzedu n, w ktorej

G — 1 V;U; S E(G)
e 0 ’UZ‘Uj g E(G)

Macierz ta jest

1. symetryczna
2. binarna

3. na przekgtnej posiada zera

Wyklad 7 - 03.04.2017

Definicja 1.7.1. Jesli G jest grafem prostym rzedu n, rozmiaru m, to

MACIERZA SASIEDZTWA tego grafu nazywamy macierz rozmiaru n X n postacs

G = 1 ViV € E(G)
Y1 0w przeciwnym praypadku

MACIERZA INCYDENCJI tego grafu nazywamy macierz rozmiaru n X m postaci

S 1 w; jest incydentny z krawedzig e;
Yl 0w przeciwnym przypadku

Uwaga 1.7.1. W kazdej kolumnie macierzy incydencji grafu prostego wystepujq doktadnie dwie jedynki.

Uwaga 1.7.2. W kazdym wierszu macierzy incydencyi liczba jedynek odpowiada stopniowr wierzchotka,

ktoremu odpowiada ten wiersz.

Uwaga 1.7.3. Diagonalna macierz stopni wierzchotkéow grafu G jest macierzq rozmiaru n X n postaci

Q- d(v;) gezelii=j
Y10 w przeciwnym przypadku
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Definicja 1.7.2. DOPELNIENIEM ALGEBRAICZNYM macierzy M nazywamy kazda liczbe postaci
(—1)"det(M (il5))

gdzie dla 1 < i,j < n M(i|j) jest macierzq powstalq z macierzy M przez wykreslenie i-tego wiersza i
j-teg kolumny.

Twierdzenie 1.7.1. /macierzowe o drzewach (Kirchoffa)]

Liczba drzew rozpinajgceych oznakowanego grafu prostego jest rowna dowolnemu dopetnieniu algebricz-
nemu macierzy D — A, gdzie D jest macierzq diagonalng stopni wierzchotkow grafu G, a A jest jego
macierzq sqgsiedztwa.

Dowdd.
d(vi) i=j
[D—Al;=¢ -1 i#7j, v € E(G)
0 i # J, vy & E(G)
Niech N bedzie macierza incydencji grafu G. Niech M bedzie macierza otrzymana z macierzy N poprzez
zamiang w kazdej kolumnie jednej jedynki (tej o indeksie mniejszym) na —1

1) D—A=MMT

(MM ;5 = [M]iy - [MT )15+ [M]ig - [M"]oj + .. 4 [M]imy - [M7 ] =
= [M] - [M]j1 + [Mliz - [M]jo + ... + [Mlin - [M]jm

d(v;) i=j
[MMT™);; =4 =1 i#j, v € E(G)
0 i # J, viv; € E(G)
Niech H C G bedzie podgrafem rozpinajacym rozmiaru n — 1, v, bedzie dowolnym wierzchotkiem, a
M* bedzie podmacierza macierzy M rozmiaru (n — 1) x (n — 1), ktorej kolumny odpowiadaja kra-
wedziom grafu H, natomiast wierszami z tej macierzy sa wszystkie wiersze macierzy M z wyjatkiem
wiersza odpowiadajacego wierzchotkowi v,,.

2) Jesli H jest drzewem, to |det(M*)| = 1, w przeciwnym przypadku det(M*) = 0. Jesli H nie jest

drzewem (|H| =n, ||H|| =n —1), to H nie jest sp6jny. Wtedy niech H; bedzie sktadowa, do ktorej
nie nalezy wierzchotek v,. Niech M’ bedzie podmacierza macierzy M* rozmiaru |V (Hy)| xn—1, ktorej
wiersze odpowiadaja wierzchotkom grafu H;. Jedli zsumujemy wektory odpowiadajace wierszon tej
macierzy, to otrzymamy wektor zerowy. Wiersze macierzy M’ sa liniowo zalezne, zatem wiersze
macierzy M* tez sa liniowo zalezne, a stad det(M*) = 0.
Niech H bedzie drzewem, v, bedzie dowolnym liSciem drzewa H réznym od v, e; bedzie krawedzig
incydentna z wierzcholtkiem vy, v; bedzie dowolnym liSciem H;_y (H bez wierzchotka v, ) réznym od vy,
a e; bedzie krawedzig incydentna z v;. Ponadto niech macierz M"” bedzie macierzg powstata z macierzy
M*, w ktorej wiersze i kolumny zostaly uporzadkowane zgodnie z porzadkiem wprowadzonym przez
powyzsza operacje. v; nie jest incydentny z e; 1, ...,e,_1. M" jest macierza dolnotr6jkatng, ktérej
wyznacznik jest iloczynem wyrazéw na przekatnej, a zatem |det(M™*)| = 1.

Jesli wiersze oraz kolumny macierzy (kwadratowej) sumuja sie do zera, to wszystkie dopelnienia alge-
braiczne tej macierzy sa sobie réwne. Niech ¢ = 1 oraz j = 1, wtedy

(=) det(MM™T)(1]1) = det(M, M])



ROZDZIAL 1. TEORIA GRAFOW - WYKLAD 23

gdzie M, jest macierza powstala z macierzy M przez usunigcie pierwszego wiersza.
Przypomnijmy wzér Cauchy’ego-Bineta:

det(AB) = > det(As)det(By)
SC|{|1,...,n}
S|=m

dla macierzy A rozmiaru m x n oraz B rozmiaru n x m, gdzie A, jest podmacierzg rozmiaru m x m o
kolumnach odpowiadajacych elementom ze zbioru S, a B, jest podmacierza rozmiaru m x m macierzy
B o wierszach odpowiadajacych elementom ze zbioru S.

Ze wzoru Cauchy’ego-Bineta wynika, ze to dopelnienie algebraiczne odpowiada sumie wyrazow postaci

det(M*)det (M™")

gdzie M* jest podmacierza macierzy M rozmiaru (n — 1) x (n — 1). Z punktu 2) wqiemy, ze czynniki
niezerowe tej sumy (= 1) odpowiadaja drzewom rozpinajacym O
Definicja 1.7.3. WYZNACZNIKIEM GRAFU nazywamy wyznacznik macierzy sqsiedztwa tego grafu.

Definicja 1.7.4. Jesli det(G) = 0, to graf G nazywamy GRAFEM SINGULARNYM.

Lemat 1.7.1.
det(G) = > (—1)92eD)

res(G)

gdzie S(G) jest zbiorem wszystkich podgraféow rozpinajgcych, ktérych sktadowe sq 1-reqularne lub 2-
reqularne, sg(T") jest liczbg skladowych o parzystej liczbie wierzcholkow, a ¢(T') jest liczbg cykli.

Lemat 1.7.2. [(13)] Jesli u,v € V(G),uv ¢ E(G), N(u) C N(v) oraz G' jest grafem otrzymanym z
G przez usuniecie wszystkich krawedzi postaci xv, gdzie v € N(u), to det(G') = det(G).

Lemat 1.7.3. Jesli x jest lisciem grafu G, a u jest jego sqsiadem, to

det(G — {x,u}) = (—1)det(Q)

1.8 Wyktad 8 - 10.04.2017

Dowdd. [Lem.1.7.1] Niech M bedzie macierza rozmiaru n X n
detM = Z sg(o) - H Wiy oy
oeP, i=1

gdzie o jest permutacja, a P, jest zbiorem wszystkich permutacji zbioru n-elementowego.
Permutacje mozna roztozy¢ na roztaczne cykle o = 1o ... Tty .. . s O

Dowdd. [Lem.1.7.3 (13)]
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Nv)

- Nu)
w001 1111000 0] .
v1001 11111000 @

1
1
Niu) 1
1
1

Niv)

0 0 0
00 0

]

Lemat 1.8.1. Graf jest singularny wtedy i tylko wtedy, gdy przynajmniej jedna z jego sktadowych jest
grafem singularnym

Dowdéd. Niech Gy, ..., G beda sktadowymi grafu G. Wtedy mamy

AlGy)
A(GS)

A(Gy)

Wyznacznik macierzy klatowo diagonalnej jest rowny iloczynowi wyznacznikéw poszczegdlnych klatek

A(Gy), ..., A(Gk)

n

det(@) = [(G)

i=1

]

Definicja 1.8.1. Niech G = (AU B, E), gdzie A i B sq zbiorami niezaleznymi, bedzie grafem dwudziel-
nym, AU B =V. Zbior F C E rozlgcznych krawedzi nazywamy SKOJARZENIEM.

Definicja 1.8.2. Zbior F' nazywamy SKOJARZENIEM PEENYM, jesli VG 3 v € e (v jest incydentny z
veG e€F

krawedzig e).

Definicja 1.8.3. Zbior H C G nazywamy k-FAKTOREM jesli H jest grafem rozpinajgcym (V(H) =
V(Q)) oraz k-regularnym.

Uwaga 1.8.1. 1-faktor to nic innego jak skojrzenie petne.
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Definicja 1.8.4. Niech U C V oraz ¥V 3 u € e, to méowimy, ze M JEST SKOJARZENIEM DLA
uelU eeM

ZBIORU M, a kazdy wierzcholek ze zbioru U nazywamy SKOJARZONYM. Kazdy wierzcholek, ktory nie
jest incydentny z Zadng krawedzig skojarzenia nazywamy NIESKOJARZONYM. U.

Definicja 1.8.5. Mowimy, ze zbior X C V jest POKRYCIEM WIERZCHOLKOWYM grafu G, jesli kazda
krawedz grafu G jest incydentna z pewnym wierzchotkiem zbioru X .

Definicja 1.8.6. Niech G = (AU B, E) oraz niech M bedzie skojarzeniem. SCIEZKA NAPRZEMIENNA
nazywamy takq Sciezke, ktorej pierwszym wierzchotkiem jest wierzcholek a € A, natomiast krawedzie tej
Sciezki nalezq naprzemiennie do zbioréw E\ M i M.

Definicja 1.8.7. SCIEZKA POWIEKSZAJACA nazywamy Sciezke naprzemienng, ktorej ostatni wierzcho-
tek jest nieskojarzonym wierzchotkiem nalezgcym do zbioru B.

Twierdzenie 1.8.1. [Kéniga/
W grafie dwudzielnym moc nagliczniejszego skojarzenia jest réwna mocy najmniej licznego pokrycia.

Dowdd. Niech M bedzie najliczniejszym skojarzeniem. Zauwazmy, ze pokrycie wierzchotkowe nie moze
mie¢ mniej elementow, bo krawedzie M sg roztaczne.

Oznaczmy a,d’, ... - wierzcholki z Ai b, ¥V, ... - wierzcholki z B.

Zdefiniujmy zbiér U nastepujaco: dla kazdej krawedzi ab € M wybieramy a albo b jako element zbioru
U.

1) b € U jedli istnieje naprzemienna $ciezka o konicu w B.

2) a € U w przeciwnym przypadku.

Niech ab € E. Pokazemy, ze ab jest incydentna z pewnym wierzchotkiem ze zbioru U

1) Jedli ab € M, to z definicji zbioru U wynika, ze ab jest incydentna z elementem zbioru U.

2) Niech ab ¢ M, wtedy ab nie moze byé¢ roztaczne ze skojarzeniem, bo M jest maksymalne tzn. ab
sasiaduje z pewng krawedzig a’b’ ze skojarzenia. Mamy zatem dwie mozliwosci albo a = a’ albo b = V'.
Gdyby b =V, to woéwczas b jest konicem naprzemiennej $ciezki. Z definicji zbioru U mamy, ze b € U.
Woéwcezas ab jest incydentna z elementem zbioru U. Jedli a = o’ to wiemy, ze o' albo b’ nalezg do U.
Jesli @' € U to tym samym a € U i ab jest incydentna z elementem ze zbioru U. Jesli ' € U, to
jest konicem naprzemiennej Sciezki P.

a) b € P - wtedy Pb tez jest $ciezka naprzemienna.

b) b ¢ P - wtedy S = Pbab jest naprzemienna sSciezka. Gdyby b byt nieskojarzony to S bytaby
Sciezka powickszajaca, a wtedy istniatoby skojarzeniem liczniejsze (sytuacja niemozliwa, bo M
jest maksymalnym skojarzeniem), stad b jest skojarzony i b € U.

]

Twierdzenie 1.8.2. [Halla/
Niech G = (Vy U Va, E) bedzie grafem dwudzielnym. W tym grafie istnieje skojarzeniem zbioru Vi wtedy
1 tylko wtedy, gdy dla kazdego A C Vi

Al < IN(A)|
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1.9 Wyktad 9 - 24.04.2017

Dowdd. [Tw.Hallal
(=)

Zatézmy, ze M jest skojarzeniem ze zbioru Vj i ustalmy A C Vj taki, ze ¥V 3 a jest incydentny z e.
acA eeM

Konce tych krawedzi sa rozne, zatem
Al < [N(A)]

(=)

Przypusémy, ze nie istnieje skojarzenie ze zbioru V; tzn. ze najliczniejsze skojarzenie jest mocy mniejszej
niz |V1|. Wobec tego (na mocy twierdzenia Kéniga) istnieje pokrycie wierzchotkowe U, takie, ze |U| < |Vi|
oraz U=AUDB, gdzie AACVy, BBCV,

Ul = [A'U B = A+ |B| < VA

a zatem

|B'| < [Vi| = [AT] = Vi — A

Zauwazmy, ze w grafie G nie istnieje zadna krawedz pomiedzy zbiorami V; \ A’ oraz V; \ B’ (to wynika
z faktu, ze U = A" U B’ jest pokryciem) czyli kazda krawedZ ma jeden koniec w zbiorze A" lub B’ czyli

INVINA) < |B] < [Vi\ A
Doszlismy do sprzeczno$ci. O]
Definicja 1.9.1. k-KOLOROWANIEM grafu G nazywamy podzial zbioru V(G) na k zbioréw niezaleinych.
Definicja 1.9.2. Jesli dla grafu G istnieje k-kolorowanie, to ten graf nazywamy k-KOLOROWALNYM.

Definicja 1.9.3. Jesli G jest k-kolorowalny, ale nie jest k—1-kolorowalny, to G nazywamy k-CHROMATYCZNYM,
a liczbe x(G) = k nazywamy LICZBA CHROMATYCZNA.

Lemat 1.9.1.
X(G) <G|

Dowdd. Podzial na zbiory 1l-elementowe - n-kolorowanie, n = |G| O

Algorytm 1.9.1. [Zachtanny/

~

. Etykietujemy wierzchotki vy, . .., vy,.

NS

. Kolejne kolory oznaczamy liczbami naturalnymsi 1,2, . ..

Lo

. v1 kolorujemy kolorem 1

=~

(a) vy kolorujemy kolorem 1 jesli vive & E(G)

(b) w przeciwnym przypadku ve kolorujemy kolorem 2 .
5. v; kolorujemy pierwszym wolnym kolorem, ktory nie zostal przypisany jego sgsiadom.
Twierdzenie 1.9.1. W kazdym grafie prostym G

X(G) SAG) +1
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Dowod. Wynika z algorytmu zachtannego. O

Lemat 1.9.2. W grafie prostym @ spojnym G
1 1
G)< = - +2
X(G) <5+t 2

Dowdd. Wezmy x(G) zbioréw niezaleznych i ustalmy x(G)-kolorowanie. Miedzy dwoma zbiorami nieza-

gdzie g = |E(G)|.

leznymi istnieje przynamniej jedna krawedz, a stad

X(GX(E) — 1]
2

q<
Oznaczmy = = x(G). Otrzymujemy zatem nieréwnosé
2¢ < z(x—1)
Przerzucajac 2q na prawa strone mamy
0<z?—2—2¢

Wryliczajac wyrdznik otrzymujemy

A=1+8q
A zatem
x_l—\/1—|—8q x_1+\/1+8q
e 2 2 2
Stad
1 1+8 1 1

2 2 4

Twierdzenie 1.9.2. [Brooksa/
Niech G bedzie grafem prostym, spéjnym, roznym od grafu petnego i roznym od cyklu nieparzystego.
Wowczas

X(G) <A(G)

Komentarz 1.9.1.
W przypadku grafu pelnego mielibysmy sytuacje: A(K,) =n —1, x(K,) =n, x(K,) = A(K,)+1
Z kolei w przypadku cyklu nieparzystego: A(Caopi1) = 2, x(Coni1) = 3.

Dowdéd. [Tw.Brooksal
Niech k = A(G), rozwazmy przypadki

1° k=0 G = K - nie rozwazamy tego przypadku.
2° k=1 G =K, - jak wyzej.

3 k=2 G=P,dlan>2lub G =Cy, - wtedy x(P,) =2, x(C2,) =2
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Zatozmy zatem, ze k > 3.

10

20

30

G nie jest k-regularny. Zatem w grafie G istnieje wierzcholek v, taki, ze d(v) < k. Konstruujemy
zbiory nastepujacej postaci:

So = {v}

S1 = N(So) — So

Sy =N(S51) —S1 — 95,

S3 = N(S3) — Sy — 54

Poniewaz graf jest skonczony, wiec istnieje takie k, ze

vV S;=0AS5,#0

>k
Oznaczmy: v, = v, Up_1,...,Up_|5;| € S15 Un—|Si|—1s - - - > Un—|$1|—|Ss| € S2,...,V1 € Sk. Dla dowolnego
wierzchotka v; € S;, j > 0 istnieje jego sasiad v € S;_1, zatem w kroku, w ktérym kolorujemy v;
dotychczas pokolorowaliémy co najwyzej A(G) — 1 jego sasiadéw. Zatem v; mozemy pokolorowaé na
{1,2,...,A(G)} koloréw. Wierzchotek v, ma stopien mniejszy niz A(G), wiec mozemy go réwniez
pokolorowa¢ jednym z {1,2,..., A(G)} koloréw.

G jest k-regularny oraz GG ma wierzchotek rozcinajacy v. G —v nie jest zatem spojny. Niech Gy, ..., G|
beda sktadowymi grafu G — v, niech ponadto H; = G[G;U{v}] gdzie w H; mamy d(v) < k. H; mozna
pokorowaé na k-kolorow. Co wiecej, kazdy graf H; moze by¢ tak pokolorowany, ze wierzchotek v bedzie
mial przyporzadkowany zawsze ten sam kolor. Kolorowania graféw H; wyznaczaja kolorowanie catego
grafu.

G jest k-regularny i nie ma wierzchotka rozcinajacego.

1)

Y G — v nie ma wierzchotka rozcinajacego
veG

Poniewaz G nie jest grafem pelnym, wiec istnieja wierzcholtki a, b takie, ze dist(a,b) = 2. Ustalmy
v taki, ze a,b € N(v), ab & E(G). Wowczas G — {a, b} jest grafem spojnym.

2) Istnieje v taki, ze G — v ma wierzchotek rozcinajacy w oraz G — {v,w} nie jest spéjny. Niech
G1,...,Gs beda sktadowymi G —{w, v}. W grafie G nie ma zadnych krawedzi miedzy sktadowymi
G1,...,Gs. Skoro G—w jest spojny, to v ma sasiadéw w kazdej sktadowej (W analogicznej sytuacji:
wierzchotek w ma sasiadow w kazdej sktadowej). Niech
ac€G aeN()
beGy be N(v)

V1 = a
U2:b
Up =0

vp_1 - sasiad wierzchotka v, rézny od a i od b.
Up_o - sgsiad wierzchotka v, lub v,_; rézny od a, b, v,, v,_1.

v; - sasiad wierzchotka v,, lub v, lub ... v;1; r6zZny od a,b, v, vy_1,..., Vi1
vy 1 v9 nie sasiaduja ze soba, a zatem maja ten sam kolor.
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Definicja 1.9.4. LICZBA KLIKOWA nazywamy moc najliczniejszej kliki i oznaczamy jg w(QG).

Definicja 1.9.5. LICZBA NIEZALEZNOSCI nazywamy moc najliczniejszeqo zbioru niezaleznego i ozna-
czamy jg o(Q).

1.10 Wyklad 10 - 08.05.2017

Lemat 1.10.1. Dla kazdego grafu prostego G spelnione sq zaleznosci

w(G) = a(G)
a(G) = w(G)
Dowdd. Ustalmy graf G, niech X C V(@) bedzie najwieksza klika grafu czyli w(G) = | X|. Wiemy, ze

Vv weEG) e v wdEG)

u,vEX u,veX
tzn. X jest zbiorem niezaleznym w G. Ponadto wiemy, ze a(G) > |X| = w(G). Gdyby X’ byl zbiorem
niezaleznym w G takim, ze | X'| > | X|, to X’ bylby klika w grafie G i | X’'| > w(G) co jest sprzecznoscia.

Zatem «o(G) = | X| oraz a(G) = w(G). O
Oznaczenie 1.10.1. Niech v € V(G) bedzie dowolnym wierzcholkiem, wtedy

Nfv] = N(v) U {v}
Algorytm 1.10.1. [wyznaczania zbioru niezaleznego/

I) Wyznaczanie zbioru niezaleznego poprzez dodawanie wierzchotkow.
1. U=0, X =V(G)
2. podczas gdy X # 0 wykonuy:

o weZv € X, ktory ma nagmniej sgsiadow w X.

o U:=UU{v}
° X::X\N[v]
3. zwroé U.

II) Wyznaczanie zbioru niezaleznego przez usuwanie wierzcholkéw
1. U=V(G)
2. podczas gdy U nie jest niezaleiny wykonuj:

o wezv € U, ktory ma najwiecej sqsiadow.
o U=U\{v}

3. zwroc U.

Przyktad 1.10.1.
Wyznaczymy zbior niezalezny w nastepujgcym grafie.
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10 11

p4 9

1)

U=0 X=1{1,...,11}

v=10 U={10} X ={1,2,3,4,5,6,7,8,11}
v=11 U={10,11} X ={1,2,3,4,5,6,7,8}
v=8 U=1{810,11} X ={1,2,3,4,5,6}
v=6 U=1{6,81011} X ={1,2,3,4}
v=1 U=1{1,6,81011} X = {4}

v=4 U={1,4,681011} X =10

) eU={1,...11}

v=9 U={1,2,3,4,506,7,8,10,11}
v=3 U={1,2,4,5,6,7,8,10,11}
v=2 U=1{1,4,56,7,8,10,11}
v=5 U={1,4,6,7,8,10,11}
v=7 U=1{1,4,6,8,10,11}

Lemat 1.10.2. Dla kaZdego grafu G (prostego) spetniona jest nieréwnoscé
X(G) > w(@)
Dowdéd. Oczywiste - patrz definicja x(G) oraz w(G). O

Definicja 1.10.1. Graf G nazywamy DOSKONALYM, jesli dla kazdego podgrafu indukowanego H C G

spetniony jest warunek
X(H) = w(H)

Lemat 1.10.3. Jesli H C G jest indukowanym podgrafem G, S C H jest indukowanym podgrafem grafu
H, to S jest tez indukowanym podgrafem grafu G.
Dowdd. Pokazemy, ze V¥ wv € E(S) < uwv € E(Q)

u,vES
(=)
Zachodzi zawsze
(=)

1. Ustalmy u,v € V().

2. Zatézmy, ze uwv € E(G).
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3. Zauwazmy, ze S C H.
4. 7 definicji wv € E(H).
5. Z definicji uv € E(S).

Uwaga 1.10.1. Indukowany podgraf grafu doskonatego jest grafem doskonatym.

Dowdéd. Niech G bedzie grafem doskonatym oraz niech H C G bedzie jego podgrafem indukowanym.
Trzeba pokazaé, ze dla kazdego infukowanego podgrafu H' C H mamy x(H') = w(H'). Ale kazdy
indukowany podgraf grafu H jest indukowanym podgrafem grafu G, a zatem y(H') = w(H'). O

Definicja 1.10.2. Graf G nazywamy CIECIWOWYM, jesli nie zawiera on podgrafu indukowanego, ktory
jest cyklem C,, dla n > 3. Innymi stowy jesli C,, dla n > 3 jest podgrafem grafu G, to w tym grafie
zawiera sie rowniez cieciwa tego cyklu.

Lemat 1.10.4. Podgraf indukowany grafu cieciwowego jest grafem cieciwowym.

Dowéd. Niech GG bedzie grafem cieciwowym oraz niech H C G bedzie podgrafem indukowanym. Przy-
pusémy, ze H nie jest cieciwowy. Zatem mamy wtedy H' = C, dlan > 31 H' C H jest podgrafem
indukowanym. Ale H' jest takze podgrafem indukowanym grafu G stad mamy sprzecznosé. n

Definicja 1.10.3. Niech G1, G5, S beda podgrafami indukowanymi grafu G takimi, ze
G1UGy =G
GiNGy =S
Méwimy wéwczas, ze graf G powstal przez (ang. pasting along) SKLEJENIE GRAFOW G, G5 WZDLUZ S

Przyktad 1.10.2. Rozwazmy nastepujgce grafy

g 7
6 1 2
5
1
9
5 3 4
3 G
4
G
8
7
6 9
5
9
5 4
S
4

G
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Twierdzenie 1.10.1. Graf G jest grafem cieciwowym wtedy 1 tylko wtedy, gdy zostal otrzymany reku-
rencyjnie przez sklejenie wzdtuz grafow petnych.

Dowdad.

(=)

Graf pelny jest grafem cieciwowym (bo kazdy jego podgraf indukowany jest grafem pelnym). Zalézmy,
ze G = G1UG, oraz G1 NGy = S gdzie S jest grafem pelnym. G, G5 sg grafami cieciwowymi i powstaly
w zadany sposéb. Ustalmy dowolny cykl C' C G. Zauwazmy, ze C' C Gy lub C' C G5. Przypusémy, ze
tak nie jest. Wowczas istniatyby wierzchotki x,y € C takie, ze xy ¢ E(G), bo E(G) = E(G1) U E(G,).
Istnieja stad Sciezki Py, Py z x do y takie, ze C' = P, U P,. Wtedy tez istnieja vy, v, € G1 NGy = 9, takie,
ze vy € Py ivy € Pp. S jest pelny, a stad vivy € E(G) 1 v1v9 jest cieciwa. Zatem C' jest podgrafem grafu
cieciwowego tzn. istnieje cieciwa tego cyklu.

(=)

Zatozmy, ze G jest grafem cieciwowym. Przeprowadzimy indukcje wzgledem liczby wierzchotkéw.

1. Mozemy zatozy¢, ze G nie jest grafem pelnym. Istniejg zatem w tym grafie 2 wierzchotki a,b € G
takie, ze ab ¢ E(Q)

2. Niech S bedzie minimalnym zbiorem rozdzielajacym te wierzchotki. Wtedy G — S nie jest grafem
spéjnym. Niech C' bedzie sktadowa, do ktorej nalezy wierzchotek a. Mamy zatem G = G(V (C)US)
oraz Gy = G — C. Ponadto G; UGy = G 1 Gy N Gy = G[S]. Pokazemy, ze graf G[S] jest pelny.
Gdyby G[S] nie byt pelny, to by istnialy u,v € S takie, ze uv ¢ E(G). Skoro S rozspaja graf
G, to istnieje u — v-§ciezka oznaczmy ja Py (najkrotsza), ktorej wierzchotki wewnetrzne naleza do
sktadowej C oraz $ciezka P, (najkrotsza), ktorej wierzchotki wewnetrzne naleza do Gy. Py U P, jest
indukowanym cyklem (), dla n > 3, nie ma cieciw - sprzecznosc¢.

O

1.11 Wyklad 11 - 15.05.2017

Na poczgtku wyktadu konczony byt dowod z ostatnieqgo wyktadu, wolatem go jednak dopisac bez niepo-
trzebnego dzielenia przy poprzednim, aby zachowaé spojnosé.

Twierdzenie 1.11.1. Graf cieciwowy jest grafem doskonatym.

Dowdd. Skorzystamy z poprzedniego twierdzenia. Przeprowadzimy indukcje wzgledem ilosci krokdéw w
konstrukeji grafu G.

1. G jest grafem pelnym. Wtedy wiemy, ze grafy pelny sa doskonate.

2. Krok indukcyjny: zatézmy, ze G = Gy UGy oraz G1 NGy = S. Dla graféw Gy, Gy mamy spetnione
- S jest pelny czyli Gy, G sa cieciwowe, a zatem doskonate. Ustalmy indukowany podgraf H C G.
Pokazemy, ze x(H) < w(H). Niech H; = HNG,, Hy = HNGy oraz T = HNS. Zauwazmy, ze H,
jest indukowanym podgrafem H, H, jest indukowanym podgrafem H oraz T jest indukowanym
podgrafem H (pelnym). T = H; N Hy. Z zalozenia indukcyjnego x(H,) = w(H;) oraz x(Hy) =
w(Hs). Hy, H, mozna pokolorowaé tak, ze wierzchotki grafu T beda sak samo pokolorowane (w
obu kolorowaniach)

X(H) = min{x(H,), x(H2)}
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w(H) = max{w(H,),w(Hs)}

a stad
X(H) = min{x(H1), x(H2)} = min{w(H),w(H2)} < w(H)

Definicja 1.11.1. Méwimy, ze graf G' powstal z G przez ROZSZERZENIE WIERZCHOLKA v jesli
V(G =V (G)U{v'} gdzie v € V(G)

E(G)=EG)U{vz: z € Nw)}U{w'}

Lemat 1.11.1. Jesli G jest grafem doskonatym, a G' powstal z grafu G przez rozszerzenie wierzchotka,
to G' jest rowniez grafem doskonatym.

Dowdd. Ustalmy dowolny indukowany podgraf H C G’. Przeprowadzimy indukcje wzgledem liczby
wierzchotkéw

1. |G| =1 - spetnione

2. Jesli H C G', to H jest podgrafem indukowanym grafu G oraz x(H) = w(G) lub tez v' € H i wtedy
H powstal przez rozszerzenie wierzchotka indukowanego grafu G. Z zatozenie indukcyjnego x(H) =
w(H) lub tez H jest izomorficzny z podgrafem indukowanym grafu G' (poprzednia sytuacja)

3. H=¢

17 w(G') € {w(G),w(G) + 1} (poniewaz |G'| = |G| +1 (+))
2° Jedli w(G') = w(G) + 1, to

x(G") X(G)+1=w(G)+1=w(G)

<
-
(*

N

(pamietajac, ze G byt doskonaly).

3° Jedli w(G') = w(G) to zauwazmy, ze v nie nalezy do zadnej kliki oznaczmy ja K. e). Gdyby
nalezal, to v' nalezatby takze do K, ). Niech X bedzie zbiorem wierzchotkéw grafu G' o tym
samym kolorze co wierzchotek v. W kazdej klice K, ) wystepuje wierzchotek kazdego koloru,
a zatem w kazdej klice K, (¢) wystepuje wierzchotek ze zbioru X (a nawet ze zbioru X \ {v}).
Zdefiniujmy H := G \ (X \ {v}). Zauwazmy, ze w(H) < w(G), bo z kazdej kliki usuniemy
przynajmniej jeden wierzchotek. Wtedy X \ {v} U{v'} jest zbiorem niezaleznym oraz G — H =
X \ {v}. Ponadto X \ {v} U{v'} = V(G' — H) - zbiér niezalezny oraz G' — H = H \ {v} U{v'}
Wtedy

w(G) =w(G) > w(H)+1=x(H)+1> x(¢)

gdyz H byl indukowanym podgrafem G, mogliSmy go pokolorowaé x(H ) kolorami, a V (G’ — H)
pokolorowaé tylko 1 kolorem.

]
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Twierdzenie 1.11.2. [Laszlo Lovasz/
Graf G jest doskonaty wtedy i tylko wtedy, gdy jego dopetlnienie jest doskonalte.

Dowdd. Przeprowadzimy indukcje po |G]|.
1. |G| =1, wtedy K jest doskonaty i K takze.
2. Zatézmy, ze G jest doskonaly. Pokazemy, ze G tez jest doskonaty.

3. Chcemy pokaza¢, ze dla dowolnego H C G mamy x(H) = w(H). Dla wlasciwego podgrafu induko-
wanego H grafu G jego dopetnienie H jest indukowanym podgrafem grafu G. H jest doskonaty, bo
jest indukowanym podgrafem G, a z zalozenia indukeyjnego H tez jest doskonaly. Trzeba pokazad,

ze X(G) = w(G).

4. Niech A bedzie rodzina zbioréw niezaleznych grafu G mocy a(G) oraz niech K bedzie rodzina klik
grafu G.

5. Istnieje taki zbior K € K, ze

Ustalmy taki zbior K

1.12 Wyklad 12 - 22.05.2017

Definicja 1.12.1. Zbior wierzcholkow S C V nazywamy ZBIOREM DOMINUJACYM w grafie G, jesli

v (vES\/ 3 quE(G))

veV u€esS

Lemat 1.12.1. Jesli G jest grafem prostym, G = (V, E), S C V, to NWSR
i) S jest zbiorem dominujgcym,

W) vV 3 w el
veV\S ueS

iii) ¥ N(v)nS#D0,
veV\S

i) ¥V dist(v,5) <1,
veV\S

v) N[S] =V,

vi) ¥ |[N[v]nS|>1,
veV

vii) ¥ N@)ZV\S.

veV\S
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Dowad. i) = i)

Ustalmy v € V'\ S. Niech u € S oraz wv € E(G). Zatem u € N(v).

i = iv)

Ustalmy v € V'\ S. Wtedy dist(v, S) = min{dist(v,u): u € S} <1, gdyz 3 wv € E(G), dist(u,v) = 1.
i) = ) ’
vEchylivES\/vEV\Sé%l w € E. Stad N[S]=SU{veV:uwekFE, ueS}. O

Definicja 1.12.2. MINIMALNYM ZBIOREM DOMINUJACYM nazywamy taki zbior dominujgcy S C V
(gdzie G = (V, E)), ze

v S\ {v} nie jest zbiorem dominujgcym

veS

Oznaczenie 1.12.1. Symbolem M DS(G) nazywamy rodzine wszystkich minimalnych zbioréw dominu-
jacych.

Definicja 1.12.3. LiCZBA DOMINUJACA grafu G nazywamy moc najmniej licznego zbioru dominujgcego
graf G i oznaczamy v(G). Kazdy zbiér mocy v(G) nazywamy ~y-ZBIOREM.

Twierdzenie 1.12.1. Zbior S C V, dla G = (V, E), jest minimalnym zbiorem dominujgcym wtedy i
tylko wtedy, gdy dla kazdego wierzchotka v € S spetniony jest jeden z warunkow

1. Nwv)nS =10 (v jest izolowany w S)

2. 3 N(@u)nsS={v}
ueV\S
Dowdd. (=)
Niech S € MDS(G). Ustalmy v € S, wtedy S\ {v} nie jest dominujacy. Przypusémy, ze warunki 1 — 2
nie zachodza (skoro N(v) NS # 0, to u € N(v) dominuje wierzcholek v). Istnieje wierzchotek u € V'\ S,
ktéry nie jest zdominowany przez S \ {v}. u musial by¢ dominowany przez wierzchotek v tzn. u = v i
wtedy N(u) = N(v) lub uv € E. Stad N(u) N S\ {v}. Zatem wierzchotek z S\ {v} nie jest sasiadem
wierzchotka u. Jedli u = v, to N(u) NS =N(v)NS =0. JeSli v # u, uwv € E, to N(u) NS = {v}.
(=)
Przypusémy, ze S nie jest minimalny, to istnieje wtedy u € S, taki, ze zbiér S \ {u} jest dominujacy.
Istnieje v € S\ {u} taki, ze wv € E. N(u)N_S > v tzn. warunek 1 nie jest spelniony. Ustalmy
= =
r € V\ S, x jest dominowany przez S \ {u}. N(z) > v € S\ {u}. Wtedy %I/\s N@) NS = {u}.
u'e
Skoro S\ {u} jest zbiorem dominujagcym, to dowolny wierzchotek v’ € V'\ S jest dominowany przez
wierzcholek rézny od u (oznaczmy go a), ale wéwcezas N (v') NS D {a} # {u}. Sprzecznosé. O

Twierdzenie 1.12.2. Jesli G jest grafem spéjnym rzedun > 2, to istnieje w nim taki zbior dominujgcy,
ze jego dopetnienie tez bedzie zbiorem dominujgcym.

Dowadd. Kazdy graf spojny ma drzewo rozpinajace T. Kazde drzewo jest grafem dwudzielnym. Niech
Vi, Vs beda zbiorami niezaleznymi w drzewie T

Y 3 vy € E

v1€VL va€Ve
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Twierdzenie 1.12.3. Jesli G nie ma wierzchotkéw izolowanych, S € M DS(G), to V(G)\S jest zbiorem
dominujgcym.

Dowdd. Pokazemy, ze

Vv 3 weEBQG)
ueS veV(G)\S

Ustalmy u € S

1° Pokazemy, ze N(u) NS = 0.
Istnieje v € V(G) \ S, w nie moze by¢ izolowany () = N(u) C V(G) \ S

2° Sprawdzimy, ze 3  N(v)NS = {u}.
veV(G)\S
Wierzchotek v taki, ze N(v) NS = {u} jest oczywiscie sasiadem u, ponadto u € N(v) < v € N(u).

]

Definicja 1.12.4. Mowimy, Ze zbior S jest ZBIOREM TOTALNIE DOMINUJACYM w grafie G = (V, E)
jesl

vV 3 wve E(G)

veV ues

1.13 Wyklad 13 - 29.05.2017

Sojusz Obronny

Definicja 1.13.1. Ataki A= {A;,..., Ay} - rodzina zbioréw rozlgcznych na zbior S = {s1,...,s,} CV
Obrona D = {Dy,..., Dy} - rodzina zbioréw rozlgcznych na zbior S = {s1,...,8,} CV

Moéwimy, ze atak A jest MOZLIWY DO OBRONIENIA, jesli istnieje obrona obrona D: V; |D;| > |A;]

S nazywamy ZBIOREM BEZPIECZNYM, jesli kazdy atak na S jest mozliwy do obronienia.

Definicja 1.13.2. Moc najmniej licznego zbioru bezpiecznego nazywamy LICZBA BEZPIECZENSTWA i
oznaczamy s(G) .

Lemat 1.13.1. Zbior bezpieczny S C 'V, gdzie G = (V, E) , mocy s(G) jest zbiorem spojnym.

1.14 Wyklad 14 - 05.06.2017

IG1I

Definicja 1.14.1. GESTOSCIA grafu G nazywamy liczbe D(G) = 1Kl

gdzie n jest rzedem grafu G.

Definicja 1.14.2. SREDNIA DLUGOSCIA SCIEZKI nazywamy Srednig arytmetycang ogleglosci miedzy
wierzchotkams.

Definicja 1.14.3. WSPOLCZYNNIKIEM GRUPOWANIA WIERZCHOLKA v € V/(G), gdzie G = (V, E)
— LGN

e gdzie n jest stopniem wierzchotka v.

nazywamy liczbe c(v)

Definicja 1.14.4. WSPOLCZYNNIKIEM GRUPOWANIA GRAFU nazywamy $redniq arytmetyczng wspol-
czynnikow grupowania wierzchotkéw i oznaczamy jo C(G).
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Definicja 1.14.5. Niech dla kazdej pary réinych wierzchotkow u,w € V(G), gdzie G = (V, E), réznych
od v € V(G) wyznaczony bedzie utamek &‘#i”), gdzie Sy, oznacza liczbe nagkrotszych Sciezek tgczgcych
wierzcholki u,w oraz su,(v) oznacza liczbe najkrotszych $ciezek lgczacych wierzcholki u,w przechodzq-
cych przez wierzcholek v. Sume takich ilorazéw nazywamy MIARA CENTRALNOSCI WIERZCHOLKA [ub

POSREDNICTWEM 1 oznaczamy b(v).

Dwa ostatnie wyktady byty bardziej w formie opowiadania, wynotowatem w pliku tylko rzeczy, ktore ponoé
bedg wymagane na egzaminie, za ich dostarczeniem serdecznie dziekuje Paulinie Koniarek ©.
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