Definicje do zadan

e Aksjomaty oddzielania
Niech 7 bedzie topologia na zbiorze X . Powiemy, ze przestrzen topologiczna (X, 7) jest przestrze-
nia:

— T, jesli dla dowolnych dwéch réznych punktow x,y € X istnieje zbior otwarty w X | ktory
zawiera doktadnie jeden z tych punktow

— T, jesli dla dowolnych dwoch réznych punktéw z,y € X istnieje zbior otwarty U C X taki,
vex el  jaley ¢ U

— Ty (Hausdorfa), jesli dla dowolnych dwoch réznych punktéow z,y € X istniejg roztaczne
zbiory otwarte U C X i V C X takie,zex e Uiy eV

— T3 (regularna), jesli X spelia aksjomat 73 i dla kazdego zbioru domknigtego F' C X i
dowolnego punktu x € X \ F' mozna znalez¢ roztaczne zbiory otwarte U,V C X takie, ze
reUiFCV

— T35 (Tichonowa, catkowicie regularna), jesli X spetnia aksjomat 77 i dla kazdego zbioru
domknietego F' C X i dowolnego punktu z € X \ F' mozna znalezé funkcje ciagla f: X —
[0,1] taka, ze f(x) =01 f(y) = 1 dla wszystkich punktéw y € F

— T, (normalna), jesli X spelnia aksjomat T3 i dla kazdych roztacznych zbioréw domknietych
E,F C X (czyli ENF = () mozna znalez¢ roztaczne zbiory otwarte U,V C X takie, ze
ECUiFCV

— T5 (dziedzicznie normalna, catkowicie normalna), jesli kazda podprzestrzen przestrzeni
X spetnia aksjomat T}

— Tt (doskonale normalna), jesli X spelia aksjomat T} i kazdy domkniety podzbior X jest
przekrojem przeliczalnej rodziny zbioréw otwartych.

e Aksjomaty przeliczalnosci
Przestrzen topologiczna spetia:

— pierwszy aksjomat przeliczalno$ci, gdy ma przeliczalng baze otoczen w kazdym punkcie;

— drugi aksjomat przeliczalnosci, jezeli ma przeliczalng baze przestrzeni topologiczne;j.

Kazda przestrzen spekliajaca drugi aksjomat przeliczalnosci spetnia réwniez pierwszy. Implikacja
przeciwna jest falszywa dowolna przestrzen metryczna speknia pierwszy aksjomat przeliczalnosci
(przyktadowa przeliczalng baza lokalna w ustalonym punkcie jest rodzina kul otwartych o srodku w
tym punkcie i wymiernych promieniach), ale na og6! nie spelnia drugiego aksjomatu przeliczalnosci.
Przyktadem przestrzeni metrycznej, ktéra nie spetnia drugiego aksjomatu przeliczalno$ci moze
by¢ przestrzen (*° wszystkich ograniczonych ciagéw liczbowych z metryka supremum (rodzina
wszystkich kul otwartych o srodkach w punktach bedacych ciagami zero-jedynkowymi i promieniu
mniejszym niz 1 jest nieprzeliczalna i sktada si¢ ze parami roztacznych zbioréw otwartych dowolna
baza (> musi zawiera¢ podzbidér kazdego elementu tej rodziny, przez co nie moze by¢é przeliczalna).

e Baza przestrzeni topologicznej - dla danej przestrzeni topologicznej X, rodzina otwartych pod-
zbioréw przestrzeni X o tej wlasnosci, ze kazdy zbior otwarty w X mozna przedstawi¢ w postaci
sumy pewnej podrodziny zawartej w bazie. Kazda przestrzen topologiczna ma baze jezeli 7 jest



topologia w zbiorze X, to jest ona rowniez (trywialnie) jej baza. Obrazowo, baza przestrzeni topo-
logicznej to taka rodzina zbioréw otwartych, ze kazdy niepusty i otwarty podzbior tej przestrzeni
mozna wysumowaé przy pomocy pewnych (byé moze nieskonczenie wielu) elementéw bazy. W
praktyce matematycznej zwigzanej z badaniem wtasnosci konkretnych przestrzeni topologicznych,
istotnym zagadnieniem jest pytanie o minimalna moc bazy przestrzeni (zob. ciezar przestrzeni
ponizej). Tak zdefiniowane pojecie nosi tez czasem nazwe bazy otwartej (zob. tez baza domknieta
ponizej).

Ciag uogoblniony
Niech X bedzie niepustym zbiorem, (X, <) zbiorem skierowanym. Ciagiem uogélnionym nazywamy
zbiér S = {z,: o € ¥}, gdzie z,, jest elementem zbioru X przyporzadkowanym elementowi o € %

Ciezar przestrzeni - (albo waga, rzadziej ciezko$¢) przestrzeni topologicznej X nazywamy naj-
mniejsza liczbe kardynalna w(X) o tej wlasnosci, ze istnieje w tej przestrzeni baza przestrzeni X
mocy w(X) . Innymi stowy,

w(X) = min{|B|: B baza przestrzeni X}

— Ciezar przestrzeni dyskretnej jest réwny jej mocy.
— Ciezar kazdej przestrzeni euklidesowej wynosi Vg .
— Ciezar prostej Sorgenfreya wynosi continuum.

— Jezeli X jest przestrzenia regularna, to w(X) < 249 | gdzie d(X) oznacza gestosé przestrzeni
X.

Funkcja domknieta

Pojecie funkcji domknietej jest wprowadzane podobnie, zastepujac zbiory otwarte przez podzbiory
domkniete. Czyli f jest odwzorowaniem domknietym wtedy i tylko wtedy, gdy obraz kazdego
zbioru domknietego jest domkniety, ktory to warunek mozna zapisa¢ jako

(VA€ mx) (Y \ F(X\ 4) € 7v).

Funkcja otwarta

Niech (X,7x) i (Y,7y) beda przestrzeniami topologicznymi. Powiemy, ze funkcja f: X — YV
jest otwarta, je$li obraz kazdego otwartego podzbioru X jest otwarty w Y . Tak wiec f jest
odwzorowaniem otwartym wtedy i tylko wtedy, gdy

(VA € Tx) (f(A) c Ty>.

Gestosé przestrzeni

Dla kazdego zbioru A, |A| oznacza moc zbioru A. Dla kazdej przestrzeni X, jej gesto$é oznaczana
przez d(X) jest minimalna moca zbioru gestego, d(X) jest najmniejsza liczba kardynalna « taka,
ze jesli Y jest gestym podzbiorem X, to k < |Y]. Jesli X jest osrodkowa, wtedy d(X) = w.

Liczba Lebesque’a
Jesli podzbiér A przestrzeni metrycznej (X, d) jest zwarty, to dla kazdego pokrycia U zbioru A



istnieje taka liczba A > 0, ze dla kazdego a € A istnieje taki U € U, ze B(a, \) C U. Taka liczbe A
nazywa sie liczba Lebesgue’a pokrycia U.

Czyli inaczej: jesli A jest liczbg Lebesgue’a pokrycia U, to kazdy punkt a € A siedzi w pewnym
elemencie U € U wraz z kulg o promieniu A i srodku a.

e Przestrzen ciggowo zwarta - kazdy ciag (z,) w tej przestrzeni zawiera podciag (z,,) zbiezny,
tzn. istnieje element x € X taki, ze kazde otwarte otoczenie U punktu z zawiera wszystkie elementy
ciagu (z,, ) poza co najwyzej skoficzong ich liczba.

e Przetrzen funcjonalnie Hausdorffa
Przestrzen topologiczna jest okreslany zupetnie Hausdorffa lub funkcjonalnie Hausdorffa, jezeli
spelnia nastepujace warunki:

— Dla dowolnych dwéch punktéw w niej, istnieje funkcja ciagla z catej przestrzeni do [0,1] i
przyjmuje warto$¢ 0 w jednym punkcie i 1 w drugim.

— Dla dowolnych dwoch punktéw w niej, istnieje funkcja ciagla z calej przestrzeni do liczb
rzeczywistych i przyjmuje wartos¢ 0 w jednym punkcie i 1 w drugim.

— Dla dowolnych dwoch punktéw w niej, istnieje funkcja ciagla z caltej przestrzeni do liczb

rzeczywistych i przyjmuje rézne wartosci w dwéch punktach.

— Dla dowolnych dwédch punktéw w niej i dla dwodch réznych liczb rzeczywistych, istnieje funkeja
ciagta z calej przestrzeni do liczb rzeczywistych i przyjmuje te wartosci w dwoch punktach.

e Przestrzen metryzowalna - da si¢ w niej wprowadzi¢ topologie generowang przez jakas metryke.

e Przestrzen osrodkowa - przestrzen topologiczna (X, 7) zawierajaca taki podzbiér, ktory jest
przeliczalny i gesty. Podzbior ten nazywany jest osrodkiem. Wtadnosci

— Przestrzen topologiczna o bazie przeliczalnej, tzn. przestrzen speliajaca drugi aksjomat prze-
liczalnodci, jest osrodkowa. Z drugiej strony prosta Sorgenfreya jest przyktadem przestrzeni
topologicznej osrodkowej, ktéra nie ma przeliczalnej bazy.

— Przestrzen metryzowalna jest osrodkowa wtedy i tylko wtedy, gdy przestrzen posiada baze
przeliczalng.

— Podprzestrzen przestrzeni metrycznej osrodkowej jest oérodkowa. (Zatozenie metryzowalnosci
jest istotne - produkt dwdch prostych Sorgenfreya jest przestrzenia osrodkowa posiadajaca
podprzestrzen dyskretna mocy continuum, a wiec nieosrodkows..)

Przestrzen zwarta metryczna jest osrodkowa.

— Tloczyn kartezjanski maksymalnie 2% wielu przestrzeni osrodkowych jest osrodkowy.

Obrazem ciaglym przestrzeni osrodkowej jest przestrzen osrodkowa.

Osrodkowa przestrzen Hausdorffa ma moc nie wigksza niz 2°, gdzie ¢ to continuum. Fakt
ten nie jest prawdziwy dla przestrzeni spetniajacych aksjomat Tj. Istotnie niech X bedzie
dowolnym zbiorem nieskonczonym, na ktérym rozwazamy topologie sktadajaca sie ze zbiorow
bedacych dopeieniami zbioréw skoniczonych, tzn. 7 = { X \ F': F jest skoficzony }. Wowczas
(X, 7) jest przestrzenia Ti, w ktorej osrodkiem jest dowolny zbidr przeliczalny nieskonczony.
To pokazuje, ze istnieja osrodkowe przestrzenie T} dowolnej mocy.



e Przestrzen przeliczalnie zwarta - z kazdego przeliczalnego pokrycia otwartego X mozna wybrac
podpokrycie skonczone. Kazda przestrzen zwarta jest przeliczalnie zwarta.

e Przestrzen przeliczalnych liczb porzadkowych
Dla kazdej liczby przeliczalnej A mozna rozwazy¢ przestrzenie liczb porzadkowych

0,\) ={a|a<A}

0,0 = {a]a<)\}

wyposazone w naturalna topologie porzadkowa. Gdy A = w (pierwsza nieskonczona liczba po-
rzadkowa), przestrzen [0,w) jest zbiorem N ze zwykla (nadal dyskretna) topologia, podczas gdy
[0,w] jest jednopunktowym uzwarceniem N (WTF :D). Szczegdlnie interesujacy jest przypadek,
gdy A = Q, zbiér wszystkich przeliczalnych liczb porzadkowych z pierwsza nieprzeliczalng liczba
porzadkowa. Element €2 jest granica punktowa podzbioru [0, 2) nawet, gdy nie ma zadnego ciagu
w [0, Q) majacego granice 2. [0, 2] nie spetnia pierwszego aksjomatu przeliczalnosci. Podprzestrzen
[0,9) spelnia pierwszy aksjomatu przeliczalnosci, poniewaz jedynym punktem bez lokalnej bazy
jest Q. Ponadto zaréwno [0, ) jak i [0, ] jest oérodkowa jak i spelnia drugi aksjomat przeliczal-
nosci. [0, jest zwarta podczas, gdy [0,9) jest ciagowo i przeliczalnie zwarta, ale nie zwarta i
parazwarta. (Nie wiem czy to mozliwe :P )

e Przestrzen spdjna - przestrzen topologiczna, ktorej nie mozna roztozy¢ na sume dwoch niepu-
stych, roztacznych podzbioréw otwartych.

e Przestrzen zwarta - z dowolnego jej pokrycia zbiorami otwartymi mozna wybra¢ podpokrycie
skoriczone

e Punkt skupienia ciggu uogdlnionego
Niech X bedzie przestrzenia topologiczna. Punkt x € X nazywamy punktem skupienia ciggu
uogoblnionego S = {z,: o € X} | jesli

AN Vel

UCX ogeX 0200
gdzie U oznacza otoczenie punktu x .

e Topologia porzadkowa
Niech (X,C) bedzie jest porzadkiem liniowym. Niech dla z,y € X U {—00,00} symbol |z, y[
oznacza przedzial otwarty w X | tzn. zbiér postaci {z € X : z C z C y}. Wowezas rodzina

B={]z,y[: c Cy}U{] —o0,z[: x € X}U{]x,0[: z € X} U{X}

pokrywa X i jest zamknieta ze wzgledu na branie przekrojéw skoniczonych. Dlatego tez B jest baza
pewnej topologii 7 na X . Topologie te nazywa sie topologig porzadkowsa lub topologia przedzia-
towa. Topologia porzadkowa zawsze spetnia aksjomat Hausdorffa (7T3) i jest nawet przestrzenia
Ts.



Bonusy

e Przyklad Mysiora
Przestrzer Mysiora. W zbiorze X=(Ex [0;2]) U {z}, gdzie z; = (0, —1) € R? wprowadza sie
topologie T przez petny ukfad otoczen, przyjmujac, ie B(zy) = {{z,} U ([n; +=0) x [0; 2]):n € w},
B(z) = {{z}} dla kazdego z € R x (0; 2] oraz, dla xeR,

B((x,0))= {{(x,0)} U ([({x} x [0;2]) U (P + (x,0))] \ K): K € K(X)},

gdzie K (X) jest rodzing wszystkich skoriczonych podzbiordw zbioru X, natomiast P = {(t,t) €

R2: (t,t) € X}. Nie jest trudno uzasadni¢, e tak otrzymana przestrzen topologiczna (X, T), zwana
przestrzenig Mysiora, jest regularng przestrzenig Hausdorffa. Mozna udowodnic, ze zbior A=[0;1]x
{0} jest domkniety w tej przestrzeni, natomiast jesli f: X — [0; 1] jest funkcjg ciggty wzgledem
topologii T w X i topologii naturalnej w [0;1] taka, ze f(A4) = {0}, to f(zy) = 0, zatem przestrzen
Mysiora nie jest catkowicie regularna.

e Prosta Sorgenfreya (prosta z topologia Sorgenfreya, prosta z topologia strzalki, strzatka Nie-
myckiego) — zbidr liczb rzeczywistych z topologia wprowadzona przez baze:

B ={[a,b): a,b € R,a < b}.

— Topologia strzatki jest mocniejsza od naturalnej topologii (euklidesowej) na prostej. Wynika
to stad, ze kazdy przedziatl otwarty mozna przedstawi¢ jako nieskonczong sume przedzialow
jednostronnie otwartych.

— Dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b(a < b), przedzial [a, b) jest zbiorem otwarto-domknietym
w topologii Sorgenfreya. Ponadto, dla dowolnego a € R, zbiory

{reR:z<al,{reR:z>a}

sg rowniez otwarto-domkniete. Oznacza to, ze prosta Sorgenfreya jest catkowicie niespojna.

— Prosta Sorgenfreya jest przestrzenia doskonale normalng.

— Topologia strzatki spelia pierwszy aksjomat przeliczalnosci i jest osrodkowa (na przyktad,
zbiér liczb wymiernych jest gesty w R w topologii Sorgenfreya), ale nie spetnia ona drugiego
aksjomatu przeliczalnosci. Wobec tego nie jest metryzowalna (poniewaz wszystkie osrodkowe
przestrzenie metryczne spetniaja drugi aksjomat przeliczalnodci).

Prosta Sorgenfreya jest przestrzenia Baire’a.



