Elementy Topologii B

Definicja 1.1

Niech X bedzie niepustym zbiorem

Rodzing 7 C P(X) nazywamy topologia na zbiorze X, gdy spelnia 3 warunki:
(1) {0, X}ycr

2 UVer=UnVer

B) ACrtr=UAer

Elementy rodziny 7 bedziemy nazywaé zbiorami otwartymi, za$ ich dopelnienia zbiorami domknietymi

Przyktlady:

a) X #0 7={0, X} - topologia antydyskretna - jest to taka topologia, w ktérej zbiorami otwar-
tymi sa tylko pusty i cala przestrzen

X=R 7={0,R}

U = (0,2) - Nie jest to zbidr otwarty w tej topologii!

b) X#0 7=P(X)

W tej topologii kazdy podzbior zbioru X jest otwarty i domkniety jednocze$nie

X=R

(0,2),[0,1),[-v/3,4/3] - sa zbiorami otwartym

Jest to tak zwana topologia dyskretna {0}, {n}, {1} - tez sa otwarte

Uwaga 1.1

Zbiory jednoelementowe sa otwarte w topologii dyskretnej na dowolnym zbiorze X # ()

Przykltady cd:

¢) Topologia naturalna na prostej R

T={U CR :VyecyTachaber 2 € (a,b) CU}

W tej topologii przedzialy otwarte typu (a,b) sa zbiorami otwartymi

d) X=R 7={UCR:R\U/ <X VU=0

W tej topologii zbiorami otwartymi sa zbiory majace skoniczone dopelnienia

A=1(0,2) |R\A|=|R|> Ry - A nie jest otwarty w tej topologii



Przestrzen Topologiczna (X, 7) - Przestrzen topologiczna, gdzie X jest zbiorem niepustym, a 7 jest

topologia okreslong na tym zbiorze

Uwaga 1.2

Topologia antydyskretna na zbiorze X # () jest topologia najmniejsza, zas 7 = P(X) jest topologia

najwieksza w rodzinie wszystkich topologii na zbiorze X

Okreslenie 1.1

Jesli 7, 75 sa topologiami na zbiorze X oraz 71 C 72 to méwimy, ze topologia 75 jest bogatsza niz topologia

T1, za$ 11 jest ubozsza od topologii 1

Twierdzenie 1.1 - o wprowadzaniu topologii przez metryke

Niech (X, p) bedzie przestrzenia metryczna. Wtedy rodzina 7, = {U C X : Voey 3eso Kp(z,e) C U}

jest topologia na zbiorze X

Dowdd

Polega na sprawdzeniu warunkéw 1-3 z definicji 1.1

Ky(z,e) ={y € X :p(z,y) <e} C X

Ky(z,e)={y e X :p(x,y) <e} C X

Ad.1

0 € 7, - w oczywisty spos6b

X et Voex Feso Kp(z,e) CX

Ad.2

Ustalmy U,V € 7,

unve(r,

Ustalamy x e UNV @ zecUAz eV

Z zalozenia, ze U,V € 7, = 3., ;50 (,61) CUA (2,82) CV
€ = min{ey,ea}

Wtedy K,(z,e) CUAV

Ad.3

Ustalamy A C 7,

A to rodzina, nie zbiéor A {V:V € A}

U.=JA

Ustalamy z € |[JA & Jvea 2€V, Ve ACT,= 350 K,(x,e) CV - Poniewaz V C A to jest to

ten sam €



Lemat 1.1

Niech (X, p) bedzie przestrzenig metryczna. Wtedy
a) K,(z,e) e,z € X,e >0

Kazda kula otwarta jest zbiorem otwartym

b) X\K,(z,¢) € 7,

Kazda kula z brzegiem jest zbiorem domknigtym
c) VX\{z1,22..2,} €7,

T1..L, € X

Kazdy zbiér skoficzony jest zbiorem domknietym

Definicja 1.2

Niech 7 bedzie topologia na zbiorze X. Méwimy, ze przestrzen topologiczna (X, 7) jest metryzowalna,

gdy istnieje metryka p : X2 — [0, 00) taka, ze T =7,

Przyktady:
a) R z topologia dyskretng 7 = P(R)

1 z#y
p:R* = {0,1} p(z,y) =

0 z=y

b) R z topologia naturalna przedzialéw otwartych
p - zwykly "modut”

plz,y) = |z =y
T="T,
Definicja 2.1

Baza przestrzeni topologicznej (X, 7) nazywamy taka rodzine B C 7, ze dla kazdego zbioru otwartego U
istnieje rodzina By C B taka, ze U = |J By
Innymi slowy baza to rodzina zbiorow otwartych, z ktérych mozna zbudowaé dowolny zbior otwarty w

przestrzeni (X, 7)

Spostrzezenie

1. Baza sklada sie ze zbioréw otwartych (czyli zawiera sie w topologii 7)

2. Na ogbét zbiory bazowe sa "male”



3. Cala topologia jest réwniez baza

Przyktad:
a) W topologii dyskretnej (7 = P(X)) na zbiorze X baza (nietrywialna) jest rodzina zbior6w 1-elementowych
b) W topologii antydyskretnej (7 = {0, X }) baza (rézna od 7) jest 1-elementowa rodzina B = {X}
¢) W topologii naturalnej na R baza stanowia (np.) przedzialy otwarte o konicach wymiernych B =
(

{(p,q):p<q pgecQ}

Twierdzenie 2.1 (o wprowadzaniu topologii za pomoca bazy)

Rozwazmy X # () oraz rodzine B C P(X) spelniajaca warunki:
(1) Veex FJvce z€U
Kazda baza jest w szczegblnosci pokryciem tzn. | JB X
(2) YuveB VYeevnv Iwep W CUNV

Wtedy rodzina 75 = {{JC : C C B} jest topologia na zbiorze X

Dowdd

Sprawdzamy warunki na topologie

1.0 et boh=Jb(=C)
XergboX=UB(=C)

2. Ustalmy U,V e =U=JCy V=UCv
MNUNV e

Cu,Cv CB

Zauwazmy, ze
(*) VW1€CU VWQGCV EIWg,(;é(b)eB x € Wg - W1 n WQ(Wl N W2 7£ @)

e WiNW,
C= {Wg : EIVV1€CV WeeCy T € W1 n WQ}

Pozostaje sprawdzi¢ czy JC =UNV

o

Ustalmy x e UNV @z ecUNz eV =>a2elUCuhe e UCy © Twiecywocey TEWI AT €Wy =
(x)xeWfCWiNWeezelJCu

C:

Ustalmy z € JC < Jy»

Skoro WY € C & 3, € Wi C Wi N W,

Wi CCy Wi CCy



7 dwéch warunkow dwie linijki wyzej widaé, ze x € Wi NWo CUNV

Aby 75 byla topologia pozostaje juz tylko domknietos$é tej rodziny na dowolnych sum (czyli warunek 3)
3. Ustalamy A € 78 = VYyea 3Jepce U=UCu

MUAers

C=U{Cu:UeA} CyCC:UecAd

MHuA=UC

n

Ustalamy:cEUA@HUeA relU & HUEA HCUQB :EECU,UEAéﬂweW WelCyCCsaxe

Uc
D:

Ustalamy z € |JC

(MxelUA

zeJCerzeJU{Cv:Ued}l &

Jvea Jweey, TEW=(WCU) zeU(€A)=zeJAboUCJA

Podobnie wyglada dowdd twierdzenia o wprowadzaniu topologii przez peten uktad otoczen

AN

Przyktad:
X =R?

B = rodzina (pek) prostych przechodzacych przez punkt (0,0)
Warunek 1
vP:(r,y) HIPEB Pe lp

Oczywiste, mozna nawet podac wzér

Warunek 2

Ustalamy I,k € B 1#k Ink={{(0,0)}}
Nie mozna zmiesci¢ zadnej prostej w [ Nk
Zatem rodzina B nie wyznacza topologii na R?

Mozna jednak ”poprawié” definicje rodziny B tak, aby generowala topologie B’ = B U {{(0,0)}}

Definicja 2.1

Niech (X, 7) bedzie przestrzenia topologiczna.
(1) Wnetrzem zbioru A C X nazywamy zbiér postaci:
int A =J{U € 7:U C A} - zbidr otwarty

(2) Domknieciem zbioru A C X nazywamy zbiér postaci



dA=({FCX:X\FerANACF} - zbiér domkniety

Lemat 2.1 (charakteryzacja int oraz cl)

W przestrzeni topologicznej (X, 7)

(1) z eclA e Vye, xelU=UNA#D(xx)
(2) v €intA < Jyer (x€UAUCA)

dla kazdego x € X oraz A C X

Ad.2
zemtAesre J{Uer:UCA}<Tyer (x€UAUCA)
Wynika wprost z definicji

Ad.1
.IECIA{:}Z‘GH{FQXX\FeTAAgF}@vng(domkn) (AgFi.I'EF)

Hipoteza nie wprost (**)
er 2€UANUNA=0
ACX\U

Skoro

U e r= X\U := Fy - domkniety

Zatem z (**) wynika: x € Fy = X\U, sprzeczno$é, bo z € U

Twierdzenie 2.2 (o wprowadzaniu topologii za pomoca wnetrza)

Niech X bedzie zbiorem niepustym, niech ponadto ¢ : P(X) — P(X) bedzie funkcja spelniajaca
warunki:

(1 sA)cAa

(2) 6(4) = (6(4))

(3) $(ANB) = 6(4)NH(B)

(1) 6(X) =X

Wtedy rodzina 7, = {A C X : ¢(A) = A} jest topologia na zbiorze X

Ponadto dla kazdego A C X zachodzi réwno$é:

intr, A= ¢(A)

Dowé6d

Sprawdzenie warunkéw na topologie
(1) Dery boop®) CO= o) =0
X € 74, bo wynika to z warunku (4)



(2) Ustalmy A, Bery=¢(A)=A ¢(B)=B
(AN B) €Ty

$(ANB)=¢(A)No(B) =ANB ey,
Zauwazmy, ze jesli A C B to ¢(4) C B

Istotnie wtedy AC B=ANB=A

Mamy 6(4 N B) = ¢(A)

Wiemy jednak, ze ¢(ANB) = ¢(A) N¢(B) na mocy warunku (2)
7 dwbéch powyzszych wierszy wynika zatem, ze ¢(A) C ¢(B)
(3) Ustalmy A € 1y

MUAery e o(UA) =UA(C z warunku (1)
D: Ustalamy x € JA < Jyea z€U
UeACT,

Z tego warunku wiemy, ze ¢(U) = U

Oczywiscie U C|JA o(U)=U
zelU=9oU)Co(UA)

Dowdé6d ponadto

Ustalmy A C X

(?) int T4A = ¢(A)

C:

int gA=J{U e, :UCA}

Z powyzszych warunkéw wynikaja dwie rzeczy:
o(U)=U ¢(U) C ¢(4)

Stad U C ¢(A) = int 7,4 C ¢(A)

>:(warunek 1) = ¢(6(4)) = ¢(4) = 6(4) € 7
(warunek 2)= ¢(A4) C A

Ale ¢(A) :=U

Stad ¢(A) e {U €1, : U C A}

#(A) CUU €74: U C A} =int ,, A

Koniec pelnego dowodu

Twierdzenie 2.3 (o wprowadzaniu topologii za pomoca operacji domkniecia)

Niech X # () oraz 1) : P(X) — P(X) spelnia warunki:

(1) ACy(4)

(2) »(¥(A)) =(4)

3) ¢(A)U(B) =y(AUB)

4) ¢ =0

Wtedy 7, = {A C X : (X \A) = X\ A} jest topologia na zbiorze X
Ponadto dla kazdego zbioru A C X zachodzi réwnosc cl ., A = 1(A)



Dowdd jest analogiczny

Wtasno$¢ operacji wnetrza i domkniecia

Niech (X, 7) bedzie przestrzenia topologiczna
Wtedy dla kazdego A, B C X zachodzg warunki
(1) int X=X

(2) int(intA) = intA

(3) int(ANB)=int AN int B

(4) intACA

(1) cld=0

(2) cl(cld) =clA

(3) c(AUuB)=clAUcl B
(4) ACcld

Lemat 3.1

Niech (X, 7) bedzie przestrzenia topologiczna. Wtedy dla kazdego zbioru A C X zachodzi réwnosé
intA = X\ cl(X\A)

Dowdd

Ustalmy z € intA < (lem.2.1) 3y, z€V,CA

(7) @ ¢d(X\A)

Hipoteza

z € cl(X\A) ©Vy,er U, N(X\A) #D

z e U,

Wezmy U, :=V,, - sprzecznosc¢

o

intA D X\ cl(X\A)

X\ intA C cl(X\A)

Ustalmy z € intA < Vy,er Uy, N(X\A) #0 < z € cl(X\A)

Definicja 3.1

Niech (X, 7) bedzie przestrzenia topologiczna. Méwimy, ze ciag {z, : n € N} punktéw zbioru X jest
zbiezny do punktu z € X, gdy kazde otoczenie otwarte punktu x zawiera prawie wszystkie (z dokladnoscia
do skoficzenie wielu) wyrazy ciagu {z,, : n € N}

r = lim Tn € N & vaET ElnoeN V7L2n0 Ty € Ux



Uwaga 3.1

W przestrzeni (X, p) zbieznosé ciagu {z,, : n € N} C X do punktu x € X mozna opisa¢ warunkiem:
r=limz, e N& Voo Tnoen Vasn, 0(@n,7) <e

Ty € Kp(z,€), gdzie Ky(z,e) = U,

Przyktad:

Ustalmy {1 :n e N} CR

- W topologii naturalnej ten ciag jest zbiezny do 0

- W topologii dyskretnej ten ciag nie ma granicy, wszystkie punkty sa izolowane

- W topologii 7 = {U CR:0¢ UVU =R} 0 jest granica kazdego ciagu nawet takich, ktére w topologii

euklidesowej sa rozbiezne np. {2" : n € N}

Twierdzenie 3.1 (ciagowa charakteryzacja ”cl” w przestrzenich metrycznych)

Niech (X, o) bedzie przestrzenia metryczna oraz niech A C X
Wtedy Viex (2 € clAd < 3, menjca o =lim A)

Dowdd

Ustalmy € X

(=) zaldzmy, ze x € clA & (lemat2.1) Vpen Ko(z,2)n..#0
Gdzie mozna ”przyréwnaé” K,(z, %) =U, >z,

Wtedy ciag {z,, : n € NT} jest zbiezny do =

Istotnie jesli € > 0 to biorac ny € N takie, ze % < 0 otrzymujemy, ze
Vnzn, Koz, %) C Ko(x, n%) C Ky(x,¢)

Gdzie znowu mozna " przyrownaé” K,(z, 1) = z,, a K,(z,¢) = U,
Czyli Vposn @y € K,y(x,€)

(<)

Zalézmy, ze limpeny @y, = x oraz {z, :n e N} C A

() zecdAdeVy,er, U:NAF#D

Ustalmy U, € 7, < Jes0 Ky(x,e) C U,

Dla ¢ istnieje ng takie, ze dla n > ng mamy x,, € K,(z,¢)

Ale z, € Astad z,, € ANK,(z,e) CANU,

Definicja 3.2

Niech (X, 7) bedzie przestrzenia topologiczna oraz A C X
Moéwimy, ze:

(1) punkt z € X jest punktem skupienia zbioru A, gdy
Vu,er Uz} A#0


Ricko
Podświetlony


(2) Punkt z € A jest punktem izolowanym zbioru A, gdy nie jest punktem skupienia zbioru A
Zbiér punktéw skupienia zbioru A oznaczaé bedziemy symbolem A9

Przyktady:

a) W topologii antydyskretnej dla X # ), co najmniej 2-elementowego, gdzie A = X kazdy punkt jest
punktem skupienia zbioru A

Jedli0#A#X 2¢A=U,=X D A)toxec A?

r€A— |Al=1tox g Al

r€A— |A>1toxe Al

b)X=R 7={UCR:0¢UVU=R}

Jedynym punktem skupienia X = A jest z =0

Lemat 3.2 (wlasnosci pochodnej zbioru)

W przestrzeni topologicznej (X, 7) dla kazdych zbioréw A, B C X zachodza
(1) cA=AuUA?

(2) (AuB)? = AluB?

(3) ACB= A¢C B¢

Ponadto dla kazdej rodziny {4, : s € S} C X zachodzi inkluzja:

U{AZ: s € S} C (UlA,s 55 € S}

Dowdd

Ada

Ustalmy z € clA  ponadto z € A

(N)x € A4

Ustalmy U, € 7

Wtedy (x €)U,NA#0 (Lemat 2.1)
Zatem (U, N X)\{z} # 0 < (U,\{z}) NA#0D
Czyli z € A?

D: (oczywiste)

AN A?C clA

A C clA (z domknigcia)

A? (w sasiedztwie) C clA (w otoczeniu)

Warunek na bycie punktem skupienia jest mocniejszy od warunku z lematu 2.1

Ad.2

=


Ricko
Podświetlony


Ustalmy z € (AUB)? & Vy, (U, \{z})N(AUB) #0
(U} 1 A) U (U fa}) 1 B) £ 0

Hipoteza

r g ANz & BY

7 pierwszej czgsci powyzszego mamy:

Yaer (UA{z})NAAD

A z drugiej:

s, (UB\})NB#0

Zdefiniujmy teraz: U, := UANUP >

Wtedy (U, \{z}) N (AU B) = () - SPRZECZNOSC
D: - wynika z warunku (3) - ¢éwiczenia

”Ponadto” réwniez wynika z warunku (3)

Definicja 3.3

Niech (X, 7) bedzie przestrzenia topologiczna. Méwimy, ze zbiér A C X jest:
(1)  gesty w (X,7) ,gdy clA =X

(2)  brzegowy w (X, 7) ,gdy intA = ()

(3) niegdziegesty w (X, 7) ,gdy intclA =0

Przyktlady:

a) W topologii dyskretnej mocy co najmniej 2 zbiorzem gestym jest jedynie cala przestrzen. Jesli | X| =1
to oczywiscie {x} = X jest gesty. Jedynym zbiorem brzegowym jest zbiér pusty. Jesli |X| = 1 to
P(X) ={0,X} czyli topologia dyskretna i antydyskretna sa réwne

b) X =R - topologia naturalna

A={t:neN}

cdAd={0}u{i:neN}

intclA = )

Jest to zbiér nigdziegesty i brzegowy

Twierdzenie 3.2 (charakteryzacja otoczeniowa zbioréw gestych, brzegowych i

nigdziegestych)

Niech (X, 7) bedzie przestrzenia topologiczna oraz A C X
Wtedy

(1) A jest gesty & Vyper UNAF#D

(2) A jest brzegowy < Vg per UN(X\A) #0

Jego dopelnienie jest geste

(3) A jest nigdzie gesty < Yy uer Tpzvcuver VNA=0


Ricko
Podświetlony

Ricko
Podświetlony

Ricko
Podświetlony


Dowé6d

Ad.1

A jest gesty < clA = X <(lemat 2.1)

=)

Voex (Vu,etau Uz NA#0)

To nam daje:

Vorver UNA#D

(<)

Zalozmy, ze Voryer UNAF#D

Ustalmy x € X, U, € 7

Wtedy U, NA#0D (U:=U,) =xeclA= X CclA
Ad.2

Wystarczy zauwazy¢ na mocy lematu 3.1, ze jesli A jest brzegowy to X\ A jest gesty i zastosowaé punkt
1 dowodu

Ad.3 Dowdd w zalgezniku 1 (dlugi i mato spdjny na pierwszy rzut oka)

Definicja 3.4

Niech (X, 7) bedzie przestrzenia topologiczna

1) Méwimy, ze rodzina R C P(X) jest pokryciem zbioru X, gdy JR = X

2) Méwimy, ze pokrycie R zbioru X jest otwarte, gdy R C 7 [Vacr X\A € 7] jest domkniete

3) Méwimy, ze rodzina S C P(X) jest podpokryciem pokrycia R zbioru X, gdy S C Roraz |JS = X
4) Méwimy, ze pokrycie S jest wpisane w pokrycie R zbioru X, gdy zachodzi warunek:

Vaes dper ACB

Twierdzenie 3.3 (A.Stone’a)

W przestrzeni metrycznej w kazde pokrycie otwarte mozna wpisa¢ pokrycie otwarte i o-dyskretne

Definicja 3.5

Moéwimy, ze rodzina {As : s € S} C P(X) jest lokalnie skoficzona w przestrzeni (X, 7)
vmex El(ﬂiE)UzET |{S € S}Ag N UI ?é @‘ < NQ

Przyktlad:

X=R R={(-n,n):neNT}

Wtedy |J R jest pokryciem zbioru X (w topologii naturalnej na R mozna powiedzieé, ze to pokrycie
otwarte

Ry ={(-2n,2n) : n e NT}

U R: = R - podpokrycie pokrycia R



Ry ={[z,z2+1]: 2z € Z}
UR2 = R — Rs tez jest pokryciem
Ry jest wpisane w R, bo V.ecz [z,2+ 1] C [|z| — 2, |2| + 2] i dalej jest to typu (—n,n)

Dowdd Twierdzenia Stone’a

Niech (X, o) bedzie przestrzenia metryczna. Zatem 7, jest topologia na X

Niech P C 7, bedzie pokryciem zbioru X

Stosujemy pewnik wyboru (WO) - kazdy zbiér mozna uporzadkowaé, a wiec mozemy zapisaé

P :={U,:s € S} gdzie S jest dobrym porzadkiem z <

Rodzina jest o-dyskretna, gdy jest przeliczalnag suma rodzin dyskretnych, czyli szukamy nowego pokrycia
otwartego postaci R = {J,,cn+ Rn, gdzie R, - dyskretna, n € N*

{URrR=X}

Niech zatem dla kazdego n € N oraz s € S zbiér Vi, zadany bedzie wzorem:

1 3

‘/Ze,n - U{Kg(x; 2n) : K9($, %) g Us /\Vt<s X ¢ Ut /\v0<k<n x §Z Ve,k

R, :={Vs,:s€S}

R=,cn+ Rn-tomamy juz o z glowy
Nalezy sprawdzi¢:

1) R jest pokryciem

2) R jest wpisane w P

3) Vpen+ Ry jest rodzing dyskretna

Ada

Ustalmy = € X, trzeba mu wskaza¢ V j,

So =miny{s € S:xz € Us} - da sie, bo mamy dobry porzadek
7 tego wynika:

Vizs, T ¢ Uy

Skoro Ug, € P C 7, to 3o Kp(z,e) C Us,

Niech ng = min{n € N: K,(z, &) C Us, }

(Nz € Vgy.ne < kwestia ostatniego warunku

Vo<k<n @ & Vsyk, gdyby

Jo<ken T € Vo = Koz, 5) C Us, to mamy sprzecznoéé z definicja ng
Zatem mamy wszystkie warunki spelnione

€ Vin

Ad.2

Vientses  Von € Us

Ad.3



Zauwazmy, ze dla kazdego n € NT oraz s #t s,t € S mamy:

1
vaVS,n vyGVt,n Q(Ivy) = 27 (*)

Istotnie przypusémy, ze taki warunek nie zachodzi

olz,y) < % to

poniewaz J.cv, , =€ K,(z, 2%) Jwev,,, Y€ K,(w, 2%)
otrzymujemy

o(w,z) < o(z,2) + o(w,y) < 3= - 3

stad

2 € Ky(w, 57)

w e Ky(z, )

7 dobrego uporzadkowania zbioru S = s #t=s<tVt<s
Jedli s <t = w € K,(z,2) C U

w € Us - sprzeczno$é z definicjg Vi,

W drugim przypadku jest to analogiczne

Ustalmy teraz x € X,n € N. Wskazemy U, € 7, takie, ze
HseS: Ve NU; #0| <1

Definiujemy

Up = Koz, zn%)

Hipoteza

Istnieja co najmniej 2 zbiory z rodziny R, mianowicie V; ., V;,, takie, ze
UsNVsn(@2) #0NU NV (3 w) # 0

Dla ziw
o(z,w) > gx

7 drugiej strony z € U, w € U,
o(z,w) < 5t o(w,x) < 4

Q(va) < Q(Z,ZL’) + Q(:L’,’U)) <2 2n1+1 = %

Whiosek 5.1 (z twierdzenia Stone’a)

Kazda przestrzen metryczna (metryzowalna) ma baze o-dyskretna

Dowdd

Ustalmy (X, o) - przestrzen metryczna

Rozwazmy dla kazdego n € Nt rodzine kul otwartych

P, ={K,(z,1):2 € X}

Wtedy P, jest pokryciem otwartym zbioru X dla kazdego n € N*

Niech R,, bedzie pokryciem otwartym wpisanym w P, i o-dyskretnym dla kazdego n € N*



(Istnienie R,, wynika z twierdzenia Stone’a dla P,)

B = UneN+ Ry,
Skoro R, jest o-dyskretna dla kazdego n € NT to B réwniez jest o-dyskretna
Ry = Upen+ B
B =URn =Unent Unent B
Pozostaje zauwazy¢, ze B jest baza przestrzeni (X, 1)
(")Wuer, Veeu 3dven w€V CU
Ustalamy zbiér otwarty w U oraz © € U
Przypomnienie: 7, = {U C X :Vyey Jeso Kp(z,e) CU}
Istnieje zatem ¢ > 0 (wynika to z definicji) taki, ze K,(z,e) CU
Dobierzmy n € N* takie, aby 1 < ¢
Poniewaz P, jest pokryciem przestrzeni X kulami o promieniach i oraz Ro, jest pokryciem wpisanym
w Py, to istnieje V € Ry, C B takie,ze x € V
Pozostaje sprawdzi¢ czy V C U
Zauwazmy, ze istnieje y € X taki, ze V C K,(y, =) (a 5= € Pay)
Ustalmy z € V
Wtedy o(z,y) < 5
(NzeU < o(z,z) < 2
o(x,2) < o, y)(< o) + 0y, 2)(< 3) < L <e= Ky(a,e) CU
1

n

Wiemy to, boz € V,aV C K,(y, 5,)

Definicja 5.1 (Aksjomaty oddzielania)

Niech (X, 7) bedzie przestrzenia topologiczna

Moéwimy, ze (X, 7) jest

1) To-przestrzenia, gdy dla kazdej pary réznych punktéw z,y € X istnieje zbiér otwarty U taki, ze

U Ao,y =1

2) Tj - przestrzenia, gdy dla kazdej pray dwéch punktéw x,y € X istnieja zbiory otwarte takie, ze
Unfa,yy ={z} iV n{z,y} ={y}

3) T5 - przestrzenia (lub przestrzenia Hausdorffa), gdy dla pary réznych punktéw z,y € X istnieja
rozlaczne zbiory otwarte U i V takie, ze x € U,y € V

Przyktad:

a) Zalézmy | X| > 2 oraz 7 = P(X)

Wtedy przestrzen dyskretna (X, 1) jest T;-przestrzenia dla kazdego i € {0,1,2}

b) Jesli | X| > 2 to przestrzen antydyskretna (X, {0, X}) nie jest T;-przestrzenia dla kazdego i € {0, 1,2}
Jedli | X| > 1 to w trywialny spos6b jest to T;-przestrzen (nie ma czego oddzielad)

¢) X =R 7={(a,+):a € R}U{D R}



Spelnia tylko warunek przestrzeni T dla punktu y (dla x nie zadziala w tym przypadku, bo objeto
by to tez y)

Uwaga 5.1

Kazda przestrzen T, jest Ti-przestrzenia, a kazda T3 jest Ty-przestrzenia

Lemat 5.1 (Charakteryzacja T, i T} przetrzeni)

Przestrzen topologiczna (X, 7) jest:

1) Tp - przestrzenia < Vozy 2 yex cl{x} #cl{y}

2) T - przestrzenia < zbiory jednoelementowe sa domkniete w (X, 7)

Dowé6d

Ada

(=) zakladamy, ze (X, 7) jest Typ-przestrzenia

Hipoteza: Przypuszczamy, ze 3,4, cl{z} = cl{y} stad y € cl{z} oraz = € cl{y}
Z drugiej strony istnieje U € 7 taki, ze |U N {z,y}| =1

Na przyktad: x € U y ¢ U

Wtedy U, :=U

U, N{y} =0 =z ¢ cl{y} - Sprzecznosé!

(«) - éwiczenie

Ad.2

Zalézmy, ze zbiory l-elementowe sa domkniete

(M)(X, ) - przestrzen Ty

Ustalamy x # y

Stad {2} # {y}

vé vt yé{o)

Zbiory {z},{y} sa domkniete, a wiec skoro z & {y} = cl{y} to istnieje U, € 7 taki, ze U, N {y} = 0,
analogicznie skoro y ¢ {x} = cl{z} to istnieje U, € 7 taki, ze Uy N {z} =0

Przyjmijmy:
U:.=U,
V=0,

(=) - ¢éwiczenie

Definicja 5.2 (przestrzenie T3,T))

Moéwimy, ze Tj-przestrzen (X, 7) jest:

1)  przestrzenia REGULARNA (75 lub T5 + T1), gdy dla kazdego = € X oraz dla kazdego zbioru do-



mknietego F' C X takiego, ze x & F istnieja rozlaczne zbiory otwarte U,V takie, ze x € U oraz I C V
2)  przestrzenia. NORMALNA (Ty lub T, + T1), gdy dla kazdej pary zbioréw domknietych A, B roz-
tacznych istnieja roztaczne zbiory otwarte U,V takie, ze ACU,BCV

Rysunki:

Przyktad:

a) Kazda przestrzen dyskretna, zwlaszcza trywialna (| X| = 1) jest regularna i normalna

b) 7={UCR:0&UV|R\U| <N}

X=R

Ta przestrzen jest Ty, 11, T, regularna i normalna

¢) 7={UCR:|R\U| < Ro}U{0D} nie jest regularna ani normalna (jest tylko 77)

U =U, =R\{y} - przestrzen T3

V =U, =R\{x}

Nie jest Th-przestrzenia, gdyby byla to istnialyby U,V roztaczne takie, ze x € U,y € V, wtedy

IR\U| <8y U CR\V - skonczone

IR\V| < ®y V CR\U - podobnie, Sprzecznosé!

Lemat 5.2 (charakteryzacja przestrzeni normalnych i regularnych

T-przestrzen (X, 1) jest
1) regularna < Vyex Vu,er Jveer € Vo CclVy C U,(%)

2)  mnormalna < Vacx(domkn.) YUier 3voer A C Vo CclVy C Ua(¥x)

Dowdd

Ad.1

(<)

Zakladamy, ze (x) zachodzi

(?)(X, 1) - przestrzen regularna

Ustalamy z € X F (domkn.)C X x ¢ F
x € U, = X\F - otwarty

(¥) = Fvper 7€V C eV CU,
Podstawmy U : =V, UNV =10

V =X\ V)

zeU

Pozostaje sprawdzi¢ czy FF C V

F=X\U, dV,CU,= X\ clV,2X\U,

(=) - éwiczenie

Ad.2



Zakladamy, ze (X, T) jest normalna

(?7) czy (**) zachodzi

Ustalamy A (domkn.) C X Ug €T

Szukamy Vj € T takiego, ze A C Vy C clVy C Uy
Podstawiamy B := X\Uja - domknigty BNA=10 (bo ACUjy)
Z normalnosci = Jyver UNV=0ANACUANBCV
Bierzemy Vy :=U

Sprawdzimy, ze clVy C Ua

Mamy Vo =UNV =0=V, C X\V

clVp C X\V czyli clVoNV =0

BCV

Stad clVgNB =10

lVp C X\B = Uy

(«=) - éwiczenie

Uwaga 5.2

Kazda przestrzen normalna jest regularna, a kazda regularna jest To - przestrzenia

T,+Ty CTzs+T, C1y CTy CTy

Definicja 5.3

Niech (X, o) bedzie przestrzenia metryczng oraz ) # A C X,z € X
Wtedy dist(z, A) = inf{o(z,y) : y € A}

Wtasnosé dist(z, A) = 0 < z € clA - éwiczenie

Twierdzenie 5.1

Kazda przestrzen metryczna (metryzowlana) jest normalna

Dowé6d

Ustalmy (X, g) - przestrzen metryczna

Niech ponadto A, B(domkn.) C X ANB=1

Zauwazmy, ze Vyea dist(z,B) >0

Vyen dist(y, A) >0

Definiujemy

U:=U,ca Ko(z,S:), gdzie S, = 1dist(z, B)

Vi=Uyep Koly: Ry), gdzie R, = sdist(y, A)

Poniewaz A CU,B CV oraz U,V € 7, (jako sumy kul) to wystarczy sprawdzi¢ rozlacznos¢ UNV =0

Hipoteza:



Jzevnv

Wtedy Jocayen 2z € Ko(,5:) N Ky(y, Ry)

Wtedy o(z,y) < o(z,2) + o(z,y) < Sp + Ry = 2dist(z, B)(y € B) + 3dist(y, A)(z € A) < o(z,y) +
10(z,y) = o(z,y) - Sprzecznoi¢!

Twierdzenie 6.1

Kazda przestrzen regularna z baza przeliczalna jest normalna

T3 + T1+ baza przeliczalna =T, +T — 1

Dowdd

Niech (X, 7) bedzie przestrzenia regularna oraz B C 7 jej baza przeliczalng
Niech ponadto A, B C X beda para zbioréw domknietych oraz rozlacznych
(MN3Ivver ACUABCVAUNV =0

Wiemy, ze na mocy lematu 5.2 (charakteryzacja regularnosci)

Veea Ju,er x €U, C clU, C X\B - otwarte otoczenie B

Vyep Fv,er yeV, CclV, C X\A - otwarte otoczenie A

Bez straty ogdlnosci mozemy zalozy¢, ze

Vsea Uy € B Vyer Vy €D

(w razie potrzeby zmniejszamy U, lub V,

Rozwazmy rodziny P ={U, :x € A} C B

R={V,:yeB}CB

Na mocy przeliczalno$ci mozna elementy rodzin P i R ustawi¢ w ciggi:
P={U,:neN}

R={V,:neN}

U:=Unen Un\Upgc, clVi) - domknigty zbiér (zatem cata suma domknigtych jest domknigta)
Vi=Unen (Vi\Ugcn  clUs) - otwarty zbidr (zatem cala suma otwartych jest domknieta)
UuvVver

(MACU

r€A=xeU; =U,, dla pewnego no € N

Z drugiej strony clV,, N A = () stad X nie moze naleze¢ do zadnego z domknieé
Zatem A C U

Analogicznie B C U

Pozostaje sprawdzi¢, ze UNV =0

Hipoteza:

Jcunv € Tnimwen 2 € Uy \ Uk<m clVi Az € Vi, \ Uk<n2 clUy

Niech n; < ng



Wtedy: z € V,,, Az & clU,, (k:=nq)
Z drugiej strony z € Uy,

Sprzecznosé

Definicja 6.1

Niech (X, 7,) oraz (Y, 7,) beda przestrzeniami topologicznymi

Méwimy, ze funkcja f: X — Y

1) jest ciagta w punkcie € X, gdy Yve,, (f(z) €V = Jyer, (@€ UNFU)CV))
2)  jest ciagla, gdy jest ciagla w kazdym punkcie

Lemat 6.1

Funkcja f : (X,7,) — (Y, 7,) jest funkcja ciagla witw, gdy przeciwobrazy zbioréw otwartych poprzez f

sg otwarte

Dowé6d

=)

Zalézmy, ze f jest ciagla <= f jest ciagla w kazdym punkcie
(WVver, [THV)eET (%)

Ustalmy V € 7,

Zalézmy V # 0 (gdyby bylby pusty to przeciwobraz tez bylby pusty)
Jedli f~Y(V) =0 € 7, - jest w porzadku

Niech = € f~1(V) (f(z) € V) (przypadek, gdy f~'(V) # 0)

Z definicji 6.1 = 3y, er, €U, A f(Uy) CV

Jedliz e U, to U, C f~H (V)= f~L(V) e,

(<) Zalézmy, ze (%) zachodzi

Pokazemy, ze f jest ciggla w kazdym punkcie
Uslamy = € X

Vi@ €Ty

(%) dla Vigy s 7 (Vi) € Ta

Mamy [~ (Vi(y)) = Us € T

Wtedy v € Uy f(Usz) C Vi)

Przyktlady:

1) Jesli (Y, 1) jest przestrzenig antydyskretna, to kazda funkcja f: (X, 7,) — (Y, 7,) jest ciagla
2) Jesli (X, 7,) jest przestrzenig dyskretna, to kazda funkcja f : (X, 7,) — (Y, 7,) jest ciagla

3) X=Y n={0X} n=PX) |X|>1



Wtedy funkcja f: (X, 71) — (X, 72) jest clagla witw, gdy jest stala
Istotnie przypusémy g, 22, 1,22 € f(X)
Wtedy {xl} =V1 € Ty {ZL’Q} = VU2 € T

7Z ciagtodci f~1(v1) #x  f7l(ve) #a  sprzecznosé

Lemat 6.2

Niech (X, 7,) oraz (Y, 7,) beda przestrzeniami topologicznymi oraz niech f : X — Y bedzie funkcja
cigglta. Wtedy f(clA) C clf(A) dla kazdego A C X

Dowé6d

Ustalmy A C X oraz y € f(clA) & Jpcua f(z) =y
Skoro z €clA to Yy,er, Uz NA#D (%)

(My €clf(A) & Vv,er, VyN f(A)#0

Ustalmy V, € 7,

7 ciaglosci w punkcie x mamy

Jv,er, €U A flz) TV

Wykorzystajmy (x) = U, NA# 0 < f(U,NA)#D
Ale f(U; N A) C f(Uz) N f(A) C VN f(A)

Stad V, N f(A) #0 Udowodnione

Uwaga 6.1

Funkcja f : (X, 7,) — (Y, 7,) jest ciagla witw, gdy przeciwobrazy zbioréw domknietych poprzez funkcje
f sa domkniete

Dowdéd - éwiczenia - lemat 6.1

Twierdzenie 6.2

Jedli f : (X, 1) — (Y, 7y) jest ciagla to dla kazdego ciagu {z, : n € N} C X zbieznego do pewnego
punktu x € X
limpen f(zn) = f(z)

Dowé6d

Ustalmy {z, :n e N} C X z = lim, o0 Tn

Niech Vi) € 1y f(2) € Vi)

(M) 3noen Yazne  f(@n) € Vi@

Z ciaglodci f mamy f~1(Vy(y)) € T

Skoro x,, — x to istnieje ng € N takie, ze Vp>n, n € Uy

Stad Vizn,  f(@n) € f(Us) € Vi)



Twierdzenie 6.3

Niech (X, o), (Y, 1) beda przestrzeniami metrycznymi. Wtedy f : (X, 0) — (Y, u) jest ciagla < gdy

Ve, meN € X ((Fpex lim,, =)= lim f(z,) = f(lim, oo Tn) (%)

Dowdd

(=)

Wynika z twierdzenia 6.2

(<)

Zakladamy, ze (x%) zachodza

Ustalmy ¢ > 0 ku(f(z),¢)

(?) EI5>0 f(KQ(Ia 6)) - k,u(f(x)a E)
Hipoteza (?) nie zachodzi

Niech f(2a) € f(kol, D)\ku(f(2),c) n €N
Zatem skoro z,, € ko(z, L) to @, —

Z drugiej strony f(x,) #— f(x), sprzecznosé z (xx)

Twierdzenie 7.1 (Lemat Urysohna)

Niech (X, 7) bedzie przestrzenia normalna oraz A, B C X niech beda para podzbioréw domknietych,
roztacznych .

Wtedy istnieje funkcja f: X — [0, 1] taka, ze f(x) = 0,2 € A oraz f(z) =1, € B

Dowé6d

[0,1]NQ = {r, : n € N} przy czym ro =0 oraz r; =1

Dla kazdego n znajdziemy zbiér otwarty V,, C X taki, aby spelnione byly warunki:
1) w2A Vi=X\B

2) Ve,<rm VaCcV,CV

Krok 1
Przestrzen (X, 7) jest normalna oraz A C X\B =V}
Z odpowiedniego lematu (5.2) istnieje zbiér V, C X otwarty i taki, ze A CV, C clVy CW;

Krok 2

Zalézmy, ze wybrane zostaly zbiory Vp, ..., V;, tak, aby warunki (1) i (2) byly spelnione
Czym jest Vi1 (?)

rp =max{r; :r; <rpy1 ¢=0,1..n}

rp=min{r; :r; >r,11 =0,1..n}

Zauwazmy, ze Vi, Vp € {Vp, ..., V,} (odpowiednio rp,rp)



Stad spelniaja one warunek (2) czyli clVy, C Vp

Znowu wykorzystujemy normalno$é¢ (X, 7) + lemat 5.2

v, cx—otw. VL C Vi1 CelVyp CVp

Tak znaleziony zbiér V1 spelnia wraz ze zbiorami Vj, ..., V;, warunki (1) i (2)

Definiujemy teraz docelowo funkcje f : X — [0,1] (na zbiorze [0, 1] rozwazamy topologie naturalna
dziedziczong z prostej 7p0,1] =< {(a,b) N [0,1] : (a,b) € R} > - oznaczenie topologii generowanej przez

zbiér "w $rodku”)

1 reB

f@)=4q "
inf{r,:ze€V,} z¢B

OczywiScie zauwazmy

Veep f(z)=1

Veoca T E€rT0= flx)=1r9=0

Ciagtos¢ f

Poniewaz zbiory bazowe sa postaci [0,b), (a, 1], (a,b), gdzie a,b € [0,1] b#0 a#1
Wystarczy sprawdzié¢ ciaglto$é f na tych zbiorach tzn. nalezy sprawdzié¢ czy przeciwobrazy tych obrazéw
sa otwarte w X

1) wef(0.0)

(DFver ST C[0,0)

Mamy f(z) € [0,b)

czyli 0 < f(z) <b

z gestosei Q w [0, 1] istnieje takie n € N, ze f(z) <7, <b

Skoro f(z) = inf{ry : x € V}}

to na mocy warunku (2) otrzymujemy z € V,,

U, =V,

Sprawdzmy czy f(U.) C [0,b)

Ustalmy z € U, & 2 €V, =V, 5, z€Vi= f(z) <r, <b= f(z) €]0,b)
2) wze f((a1])

(Nver (U2 C (a1

Mamy a < f(z) <1

z gestosci Q istnieje 7, € QN [0, 1] takie, ze

a<r, < f(z)

Jeli f(e)=1oreB=c¢gVi=a¢V,

Jesli f(z) =inf{... =az¢V,

Ponownie z gestosci Q istnieje 7, € Q@ N [0, 1] takie, ze

a<rg <ty

(Konstrukcja V)

Z warunku (2) = r <71, = clVp, CV,



Zatem x € V,, = x & clV}, = © € X\V} - otwarte

Sprawdzamy czy f(U,) C (a, 1]

Ustalmy z e U, & 2 & clVy, = 2 ¢V,

Stad f(z) = ri > a czyli f(z) € (a,1]

3) f(a,0) = f(a, 11N [0,b)) = f~1((a,1]) N f71([0,b)) € T - jako czeéc wspbdlna dwbdch zbiorow

otwartych

Definicja 7.1

Moéwimy, ze Th-przestrzen jest przestrzenia catkowicie regularna (lub przestrzenia Tichonowa), gdy dla
kazdego x € X oraz dla kazdego zbioru domknietego F takie, ze x € F istnieje funkcja ciagla f: X —
[0,1] taka, ze f(x) =0, f({F}) = {1}

Oznaczamy te przestrzen jako T3 5(4+17)

Uwaga 7.1

Oczywiscie kazda przestrzen Tichonowa jest przestrzenig regularna. Istotnie jesli z € X, F C X - do-
mkniety x € F to

U = f71([0,3))

Up = ffl((%, 1]) - otwarte jako obrazy zbioréw otwartych poprzez funkcje ciagla

x € Uy, bo f(z) =0

F CUp, bo f(F)={1}

Whniosek 7.1

Przestrzenie normalne sa catkowicie regularne
Istotnie wystarczy wziaé pare:

A= {z}

B:=F

(x ¢ F) - domkniety

i zastosowaé twierdzenie 7.1

Lemat 7.1

Niech (X, 7) bedzie przestrzenia normalna oraz niech M C X bedzie jej podzbiorem domknietym. Niech
ponadto f : M — [—c¢,¢] € R(c > 0) bedzie funkcja ciaglta. Wtedy istnieje funkcjna ciaglta g : X —

[—Le,d] taka, 70 Voens  |f(z) — g(a)| < ¢ ()

Dowé6d

Niech A= f~'([~¢,~3¢]) B=f""([5¢.¢)

Oczywiscie A i B sa domkniete w M



Fakt

M C X - domkniety F C M - domkniety = F' - domkniety w X

¢wiczenie!

Zatem A i B sa para zbioréw domknietych i roztacznych w X

Z normalnosci przestrzeni i z lematu Urysohna wynika, ze istnieje funkcja ciagla h : X — [0, 1] taka,
ze h(A) = {0} h(B) = {1}

Definicja g :

9(x) = Ze(h(x) — 3w € X

1) (@) = |2ellh(@) - L

0<hx)<1l \-1
—5<h@) <5 \-3e
—te<h(z)<i

2) Ustalmy z € M

h(x) = {0}
T

II $€B:>h(.r):l:>g(qj):%c%:%c
3 < flz) <\ —g(x)

0< f(z) < 3¢

stad

(@) = g(z)| < 3¢
IIT x € M\(AUB) = f(z) € (—ic, 10
9(@) € [~3¢, 5]

(@) = g(@)] < |f (@) + |g(2)] = 3¢

o

Definicja 7.2

Niech (X, o) bedzie przestrzenia metryczng oraz niech ) # A C X.
Odlegloscia punktu = € X od zbioru A nazywamy liczbe dist(z, A) = inf{o(z,y) : y € A}



Lemat 7.2

Niech (X, o) bedzie przestrzenia metryczna oraz niech ) # A C X.
Wtedy dist(z,A) =0 x € cld

Dowdd

(=)

Zalézmy, ze (x, A) =0

Ponadto zalézmy, ze x & A

Hipotetycznie przypuszezamy « & clA = J.~9 K(z,e)NA=10

dokonczenie - éwiczenia

Lemat 7.3

Niech (X, o) bedzie przestrzenig metryczna.
Wtedy dla kazdego zbioru niepustego A C X funkcja
fa: X — [0,00) zadana wzorem

fa(x) = dist(z, A) jest funkcja ciagla

Dowé6d

Zauwazmy
|dist(z, A)—dist(y, A)| < o(z,y) ()
Istotnie mamy ustalone a € A
dost(z, A) < o(x,a) < o(a,y) + o(y, x)
czyli

dist(z, A) < o(a,y)
dist(z, A) — o(y, x)

oy, x)

ola,y) a€ A
Ale wiemy, ze dist(y, A) = inf{o(z,a) : a € A}, stad:
dist(z, A) — o(y, z) < dist(y, A)
dist(z, A)— dist(y, A) < o(y, v)

+
<

Zamieniajac rolami (w powyzszym rozumowaniu) x oraz y otrzymujemy analogicznie
dist(y, A)— dist(z, A) < o(y,x)\ - (—1)

— o(z,y) < dist(z, A)— dist(y, A)

Udowodnione - (*) zachodzi

Ciagtos¢ f pokazemy uzywajac charakteryzacji ciagowej

Ustalmy z,, — x w przestrzeni (X, 9) < o(zn,z) — 0

limpen [ fa(rn) — fa(z)| <= limyen o(zn, 2) =0

Wiedzac przy tym, ze fa(z,) =dist(z,, A) oraz fa(x) =dist(x, A)



Whniosek 7.2

W przestrzeni metrycznej (X, p) dla kazdej pary zbioréw domknietych i roztacznych istnieje funkcja
ciagla taka jak w lemacie Urysohna

Istotnie
B dist(x, A)
 dist(x, A) + dist(x, B)

f(x)

dla A mamy 0, dla B mamy 1

Uwaga 8.1

Funkcja zdefiniowana w uzasadnieniu wniosku 7.2 ma ponadto wlasnoéé f=1({0}) = A oraz f~1({1}) =

B co jest warunkiem istotnie ”mocniejszym” niz wymagania co do funkcji w lemacie Urysohna

Twierdzenie 8.1 (Tietzego-Urysohna)

Niech (X, 7) bedzie przestrzenia normalng oraz M C X niech bedzie zbiorem domknietym. Niech ponadto
f:+ M — [-1,1] bedzie funkcja ciaglta. Wtedy istnieje taka funkcja ciagla g : X — [—1,1] taka, ze
g(x) = f(z),z € M

Dowé6d

Indukcyjnie wybierzemy ciag funkeji g, : X — [—1, 1], tak aby spelnione byly warunki
1) Vnenazex lgn(2)| < 3(3)"

2) Vaerwen |f@) = Yi_ogu@)] < ()

Krok 1

go znajdujemy na mocy lematu 7.1 zastosowanego dla ¢ = 1 oraz dla funkcji f

9o : X — [~35.3]

Voen 1f(@) = gola)] < 2

Krok 2

Zal6zmy, ze wybrane zostalty funkcje gg...g, Rozwazmy ¢ = (%)""‘1

Fa) = f(x) = Si_gule) zeM

f: M — [—c, ] - ciagta jako réznica funkeji ciaglych

Z lematu 7.1 wynika 3gn41 : X — [—3(3)"T, £(2)" ]

oraz Yoenr  |F(x) = gns1(2)] < (5)"F?

|f(z) — ZZZ& gk (z)| - warunki 11 2 sa spelnione

Zauwazmy, ze dzigki warunkowi 1 szereg funkcyjny >, gn () jest jednostajnie zbiezny do pewnej funk-
cgig: X — [-1,1]

Ponadto g jest ciagta, jako ze g, jest ciagta dla n € N

Ustalmy z € M

F(@)=g(@)] = |F(@) —Timnoe X0 g6@)] = 1o (F@) =370 6 (@))] = lim e £ (2)~ 4y 90()]

lim,, 0 (2)"1 = 0



Definicja 8.1

Moéwimy, ze zbiér A C (X, 7) jest zbiorem typu Gs(F,), gdy jest przekrojem (suma) przeliczalnie wielu

zbioréw otwartych (domknietych)

Whiosek 8.1 (z lematu Urysohna)

W przestrzeni normalnej (X, 7) zbiér A C (X, 7) jest zbiorem domknietym (otwartym) typu Gs(F,)
witw, gdy istnieje funkcja ciaglta g : X — [0,1] taka, ze f~1({0}) = A (f71(0,1] = A)

Dowé6d

Niech A C X bedzie zbiorem domknietym typu Gs

A = N,en Un gdzie Uy, - otwarty

rZASTENenUn o v U,cn(X\Un)

X\U,, = F,, - domkniete

Poniewaz na mocy lematu Urysohna (przestrzenie normalne sa calkowicie regularne, to dla kazdego
x € A) zachodzi dla kazdej pary zbioréw (A, F),)

Vien Jpx—pa f(@)=0 fu(F,) C{1}

Rozwazmy szereg > oo o= fn(2)

Na mocy kryterium Weierstrassa szereg ten jest jednostajnie zbiezny do funkeji f : X — [0, 1], oczywi-
$cie f jest ciagla

Pozostaje sprawdzié, ze f~1({0}) = A

JeSlizx € Ao Vpen fo(z)=0= f(z)=0

1€ A ey TEF, = fa@)=1=f(z)>1 5% >0

on

Twierdzenie 8.2

Niech A bedzie gestym podzbiorem przestrzeni topologicznej (X, 7) oraz (Y, 7') bedzie przestrzenia Haus-
dorffa (T5). Jedli f: A — Y jest funkcja ciagla to mozna ja przedluzyé na co najwyzej jeden sposéb

Dowé6d

Przypusémy, ze istnieja dwa rézne przedtuzenie gi,ge funkcji f, tzn. g; : X — Y,i = 1,2 oraz
g1(z) = f(z) = ga2(z),z € A

Rozwazmy zbiér T := {z € X : g1(x) = g2(2)}

Zauwazmy, ze T jest domkniete

Istotnie jesli € T to g1(x) € Y # g2(x) € Y (przestrzen Hausdorffa)

Istnieja zatem Vi,V — 2 otoczenia rozlaczne i otwarte g1 (x), g2(), ze

z € g7t (Vi) Ngyt(Va) = U, (oba otwarte w X)

Zauwazmy, ze U, NT = ()



Gdyby J.cv,nr to g1(2) € ViNga(z) € Vo = g1(2) # g2(2) VinVa =10
Ponadto A C T\ cl

clACeclT clA=X

T=X

Sprzecznosé!

Przypomnienie

Rodzina P C P(X) jest pokryciem zbioru (przestrzeni) (X,7), gdy UP = X

Definicja 8.2

Moéwimy, ze przestrzen Hausdorffa jest zwarta, gdy z kazdego pokrycia otwartego mozna wybraé podpo-

krycie skoficzone

Przyktlad:

R z topologia naturalng nie jest przestrzenia zwarta
P={(z-3,2+3):2€Z}

7 P nie mozna wybraé¢ podpokrycia skoniczonego
éwiczenie X =R 7={UCR:|R\U| <RV 0&U}

Sprawdzié¢ czy jest zwarta

Definicja 8.3

Rodzina F' C P(X) nazywamy scentrowana gdy
vn6N+ VFI,.A.,F,L Fin..NFE, 75 1]

Lemat 8.1

Przestrzen Hausdorffa jest zwarta witw, gdy przekréj kazdej rodziny scentrowanej zbior6w domknietych

jest niepusty

Dowé6d

(=) Zalézmy, ze (X, 7) jest zwarta

Niech F C P(X) bedzie rodzina scentrowana zlozona ze zbioréw domknietych
(1) UF£0

Hipoteza UF # 0 <—= X\UF =X =U{X\F: F € F}

UP =X, awiec P jest pokryciem otwartym zbioru X

7 zalozenia istnieje podpokrycie skonczone R

R={UJFi,...,JF,} dla pewnego n € N*

UR=X



URU.UUF, =X
X\FN..NF=X=
FiN..NFE, =0 - sprzeczno$é¢
(<) - podobnie

Twierdzenie 8.3

Podprzestrzen domknieta przestrzeni zwartej jest zwarta

Dowdd

Oczywiscie jest Y C (X, 1) oraz X - zwarta to Y jest Tp-przestrzenia (cwiczenie)

Niech F C P(Y) bedzie rodzina scentrowana zbioréw domknietych w (Y, 7v) ={UNY : U € 7}

() UF#0

Z odpowiedniego faktu (i z domknietosci Y w X) elementy rodziny F sa domkniete w X, zas ze zwartosci

(X, 7) otrzymujemy niepustos$é zbioru (| F

domkniete
Y — WX
F1
X @

st\qtl teite sg
domkniete

Lemat 8.2

Obraz ciagly przestrzeni zwartej jest zwarty o ile zbiér wartosci jest podprzestrzenia przestrzeni Haus-

dorffa

Dowdd

(X, 7) - zwarta

(Y, 7") — Ty - przestrzen

Zalézmy (dla wygody), ze Y = f(x)

Ustalmy P C P(Y) N7’ - pokrycie zbioru Y’

P={V,:seS}Cr

UrP=Y

P ={f"%(V,):s € S} - otwarte jako przeciwobrazy zbioréw otwartych poprzez funkcje ciagta
Twierdzimy, ze | JR = X

Zatem na mocy zalozenia (zwarto$ci X) istnieja Sp...S, € S takie, ze f~1 (Vs )U...U f71(V, ) =X
() Ve, U..UV,, =Y

Istotnie, gdyby Vi, U...UV,, #Y todyey y &V, U...UV,,



Poniewaz y = f(z) to istnieje z € X takie, ze f(z) =y
Z drugiej strony z € X = JR = Jpei..ny 2 € f(Vs,) = f(2) € Vs, - sprzecznosé

Twierdzenie 9.1

Niech (X, 7) bedzie przestrzenia Hausdorffa oraz A i B beda para jej zwartych i rozlacznych podprze-

strzeni. Wtedy istniejg zbiory otwarte U,V C X takie, ze ACU,BCV orazUNV =0

Dowdd

X — Ty-przestrzen
Z warunku T5
U nu® =0

Voea Vyen Jyws, U sy er

Stad Voea B CU,ep Us”

P, = {U;w) :y € B} - jest pokryciem otwartym zbioru B,z € X
Na mocy zwartosci B : 3y, 4. (x)eB Uéf) U..uU U;:)(m)
R, ={UyY ..U}

Voca Uy, =USN...NUY €1 - otwarte

Wtedy A C U,cq Us

ze zwartoSci A = 34, ., ACU, U..UU,,

V=Ugn.nUg

U:=U,, U..UU,,

Twierdzimy, ze UNV =0 A CU (okej) B CV (okej),bo BCUY,j=1.n
Przypusemy, ze z € UNV

z drugiej strony 2 € U = Jjoe1..ny 2 € Usyy = Vieq1, . n(z;,} 2 € Ua(;'j") (%)

Rozwazmy i, w (x) = 2z € U

o

= (##) dla jo 2 € Upi®

Zjo

. Tj Yij P . .
Sprzecznosé, bo nyjo NUyz,;,° =0 - sprzecznos¢ z zalozeniami T
0

Whniosek 9.1

Przestrzenie zwarte (Hausdorffa) sa normalne

O B, gdzie US = U U ... U

(z)
Uyn (I)

Istotnie jesli A, B sa podzbiorami domknigtymi i rozlacznymi przestrzeni zwartej (X, 7) to na mocy twier-

dzenia 8.3 A i B sa para podprzestrzeni zwartych, a zatem po zastosowaniu twierdzenia 9.1 otrzymujemy

teze

Whniosek 9.2

Podzbiory zwarte przestrzeni Hausdorffa sa domkniete

Istotnie jesli A C X(T3) — A - zwarty, to



Vizex\a {z} 1 A stanowia pare zbioréw zwartych i roztacznych - stad na mocy twierdzenia 9.1 istnieja
zbiory otwarte U,y 1 U takie, ze Uy NUL =0
stad v € Up,y € X\A 2 € X\A czyli A jest zbiorem domknigtym

Whniosek 9.3

Kazda wzajemnie jednoznaczna funkcja ciagla okre$lona na przestrzeni zwartej o wartosciach w prze-
strzeni Ty jest homeomorfizmem (tzn. funkcja odwrotna tez jest ciagla)

Istotnie niech (X, 7,) - zwarta przestrzen, (Y, ;) — Tb

f: X — Y -ciggla, 1-1, na

Zauwazmy najpierw, ze dla ciagloéci f1: Y — X

Wystarczy sprawdzié¢ czy f(A) jest zbiorem domknietym dla kazdego zbioru A domknigtego w X
Zatem ustalmy A C X - domkniety

Na mocy twierdzenia 8.3 A jest zwarty w X (jako podprzestrzen)

Na mocy lematu 8.2 obraz zwartego jest zwarty: f(A) jest zwarta podprzestrzenia przestrzeni Y, ktora
jest Th

na mocy wniosku 9.2 f(A) jest domkniety w Y’

Whniosek 9.4

Niech (X,71),(X,72) beda para przestrzeni topologicznych takich, ze 71 O 79 oraz 7 jest topologia
zwartg oraz 7o jest topologia Hausdorffa, wtedy 7 = 7

Istotnie wystarczy rozwazy¢ id : (X, 71) — (X, 72)

Wtedy na mocy wniosku 9.3 7id” jest homeomorfizmem

Stad 71 C 7 - (f(otwarta) = otwarta)

Lemat 9.1 (o maksymalnych rodzinach scentrowanych)

Niech (X, 7) bedzie przestrzenia topologiczna, wtedy:

1)  kazda rodzina scentrowana zawiera sie¢ w pewnej maksymalnej rodzinie scentrowanej
2) jesli F C P(X) jest maksymalng w sensie inkluzji rodzina scentrowana, to

i) Yacx (Vrer ANF#0=AcF)

i) Vp.r, FAN.NF,eF

Dowé6d

ad.l) x={GCP(X):FCGAG maFIP
(x, Q) - czesciowy porzadek, na mocy lematu Kuratowskiego-Zorna wystarczy sprawdzié, ze kazdy tan-
cuch £ C x ma ograniczenie gérne w x. Niech £ C x bedzie taficuchem (tzn. podzbiorem liniowo

uporzadkowanego)

Go=UL



Oczywiscie F C Gy, bo Vger F C G (FIP) dla G
Ustalmy Gy, ...,G, € Gy dla pewnego n € N
(NG1N..NG, #0

Skoro G; € Go=JL i=1.ntoVi=1. ., Ta.ca

Poniewaz L jest tancuchem to kazda para sposréd zbioré6w{Gi...G,} jest poréwnywalna w sensie 7 C 7

wigc istnieje i € {1...n} takie, ze V;4j, ict1..ny Gi € Gy, stad G, ...,G,, € Gj, zad Gj, € x czyli Gj, jest

rodzina scentrowana

Zatem G1N..NG, #0

ad.2) Niech F bedzie maksywalna rodzina scentrowana

ad.i) ustalamy A C X taki, ze Vper FNAZ]

(MAeF

Hipoteza: A ¢ F

Niech G = FU{A} (?) czy G jest rodzina scentrowana?

Ustalmy G1...G,, € G dla pewnego n € N

Mozemy zalozy¢, ze G; # A dla i € {1...n}

Oczywiscie G1 N...N G, # 0 bo G; € F (a F jest scentrowana)

Z drugiej strony G1 N ... NG, NA=GNA#()

Zatem G jest rodzing scentrowang i istotnie wieksza od F
sprzeczno$é!

ad.ii) Ustalmy {F7y, ..., F,} C F - maksymalnie scentrowane
MAN.NEF,e F,neN

Hipoteza: 3p, . p,er Fo=F1N..NFE,eF

G =FU{Fy} (7)G jest scentrowana?

Istotnie jesli Gy, ..., G € G\{Fp} to G1 N...N G, #  bo F ma FIP
Z drugiej strony G1 N ... NG, NFy =GN ...NGyp, N (FL N ...NE,) - wszystko nalezy do F

Twierdzenie 9.2 (Tichonowa o produkcie)

Produkt (kartezjanski) przestrzeni zwartych jest przestrzenia zwarta

Definicja 9.1 (Topologia produktowa)

Niech {(Xs,7s) : s € S} bedzie rodzing przestrzeni topologicznych
Rozwazmy X = e Xs(XsesXs)

Niech ponadto prs : X — X, s € S bedzie rzutowaniem na s-ta o$ tzn. prg(z) = X

(z) = (zt)tes

gdzie

Topologie na zbiorze X (topologie produktowa lub Tichonowa) wprowadzana za pomoca rodziny wszyst-

kich rzutowan {prs : s € S} :



B ={pr;'(Ua)N...0pri (Usy)...
Wtedy B jest baza topologii na X tzn. rodzina B spelnia warunki z twierdzenia o pwrowadzaniu topologii

przez baze

Dowdd tw.9.2

Niech {(Xs, 7s) : s € S} bedzie rodzina przestrzeni zwartych oraz niech X = I35 X bedzie wyposazony
w topologie Tichonowa

Pscs X, - Oznaczenie z Engelkinga

(?)(X, 1) - jest przestrzenia zwarta

1) Zauwazmy, ze (X, T) jest Tp-przestrzenia

Istotnie jesli z,y € X, x # y to istnieje s € S takie, ze x(sg) # y(so) - wspdlrzedne punktéw z i y
Poniewaz 0§ X, jest w szczegdlnodci To-przestrzenia to istnieja U,V € 74, takie, ze UNV # 0
x(s0) €U y(so) €V

Niech U, := prs_ol(U), Uy := pr;}l(V)

Oczywiscie z € U,y € U, oraz U, NU, =0

2)  Ustalmy rodzine scentrowang zbioré6w domknietych

F={F,:te} CPX)

(NF £0

Z lematu 9.1 istnieje maksymalna rodzina scentrowana G C P(X) taka, ze F C G

MM cdlG:GegGt#0 (CF)

Vses Fs={clprs,(G): Ge G}

Twierdzimy, ze F jest scentrowana

Istotnie niech s € S oraz G1...G,, € G

cl prs(Gr) N ...n el pry(Gyr) # 0(7?)

Ale clprg(Gi)N...nclprs(Gy) 2 cl (prs(Gr)N...0prs(Gr)) 2 clpro(GiN...NGy) # 0 gdzie G1N..NG,, € G
Zatem Vees UFs #0  (zwartodé Xy)

Niech z;, € N Fs s€ S

Oraz x = (x5)scs € X

Sprawdzimy, ze z € ([{ 1 G : G € G}

Ustalmy Ge G (?)z el G Vy,cx U, NG#D

Przypusémy, ze Jy,cx U, NG =10

Mozna zalozy¢, ze U, € Brichonowa - zbiorow bazowych Tichonowa, zaktadamy:

Uy =pr; W (Us,) N Npr 2 (Us,) gdzie Ug, € 75, i=1..n

Mamy (z)s, = zs; € X5, N Fs,

stad Viz1..n s, € cl prs(G)

Geg

7 drugiej strony x5, € Us, i=1..n

czyli U, Npr; Y (G)#0 Geg



7 lematu rodzinach maksymalnych scentrowanych =

Vie1.n pry'(Us,) €G

oraz pri(Us,) N ... NpryY(Us,) € G gdzie Uy = pri(Us,) N ... N pry 1 (Us,)
Wtedy na mocy (FIP) U, NG # 0 dla G € G - sprzeczno$¢ z hipoteza

Uwaga 10.1

Twierdzenie Tichonowa mozna odwré6cié tzn. jesli produkt przestrzeni topologicznych {(Xg,7s)} jest
zwarty to kazda z (X, 7s) jest zwarta X = Iz g X,
prs(X) = X - ciagla i 'na’

Na mocy lematu 8.7 obraz przestrzeni zwartej poprzez f ciagla jest zwarty

Przyktady 10.1 (zwartosé odcinka [a,b])

Niech P bedzie pokryciem otwartym odcinka [a, b]

(?) czy z P mozna wybra¢ podpokrycie skoficzone
A={z€a,b]}: Ty, v, (mep la,x] CULU..UU,(2)}

(la, B\A = 0

Przypusémy, ze [a,b)\A # 0 zo #b

Niech ¢ = inf([a, b]\ A4)

1) zpg A

Gdyby 20 € A=y, .U, (z0)ep [, 20] CUL1U...UUpy,

Jeso [ro,x4+e) CULU...U Un,,

stad istnieje z &€ A taki, ze xg < x < z¢g+¢

sprzeczno$¢ z definicja A

la, 2] C [a,z0] U [zg,20 +€) CULU...UU,,

2)  Zauwazmy, ze a < xg, bo [a,a] = {a} czylia € A
Poniewaz | J P = [a,b]  z¢ to istnieje Uy € P takie, ze x¢ € Uy
Istnieje € > 0 takie, ze [zg — &,20] C Up

Niech ¢ € [xg —€,20] ¢ # xo

Wtedy c € A

Stad istnieje Uy...Up () € P takie, ze

la,c] CULN...NUp(e

Wtedy [a,z0] = [a,c] U [c,z0] C [a,c]U[zo —€,20] € U U...U U, UUp - suma skonczonej liczby

elementéw rodziny P

Whniosek 10.1

W przestrzeniach R™ zbiér A jest zwarty witw, gdy jest domkniety i ograniczony

Istotnie ustalmy n € N, o - metryka euklidesowa (n-wymiarowa), niech A C R"



(=) Jedli A jest zwarty to poniewaz {(—4,7)" = U;,i € Nt} jest otwartym pokryciem zbioru A tzn.
na mocy zwartoéci A istnieje skoficzona ilo§é¢ i € N mianowicie i, ..., 4, takich, ze A C (—iy,i1)"U... U
(=i, in)"

io = max{iy...in }

Wtedy A C (—ip,i0)™ stad A jest ograniczony

Z drugiej strony A C [—ig,ig]™ - przestrzen zwarta na mocy twierdzenia Tichonowa i uwagi 10.1

na mocy lematu 8.7 A jako podzbiér zwarty przestrzeni Hausdorffa jest domkniety

(<) ZaldézmyA jest domkniety i ograniczony

Imen A C [—m,m]™ - przestrzen zwarta

A jako podzbiér domkniety przestrzeni zwartej jest zwarty

Definicja 10.1

Moéwimy, ze przestrzen topologiczna (X, 7) ma wlasnosé Suslina ,gdy kazda rodzina zbioréw otwartych i

parami rozlacznych jest przeliczalna

Twierdzenie 10.1

Niech (X, o) bedzie przestrzenig metryczna

Wtedy nastepujace warunki sg parami rownowazne
(1) (X, 7,) ma baze przeliczalng

(2) (X,7,) jest osrodkowa

(3) (X,7,) ma wlasnoé¢ Suslina

Dowé6d

(1) = (2) Ustalmy B C 7, - baza przeliczalna
A={x,:U € B} gdzie z, € U,u € B

Wtedy |A| < [B| <X

oraz A jest gesty

Istotnie ustalmy U € 7, U # 0

Wtedy istnieje V € B taki, ze V C U

stad x, € ANV CANU

(2) = (3) Rozwazmy rodzine zbioréw otwartych i parami roztacznych A C 7
A niech bedzie zbiorem gestym i przeliczalnym

Rozwazmy A" = {ANU : U € A} - rodzina zbioréw niepustych parami réznych
Al = [A]" < |A] < Ro

(3) = (1)

Claim - lemat wewnatrz dowodu

W przestrzeni metrycznej (X, o) dla kazdego n € NT istnieje maksymalny w sensie inkluzji podzbiér



A, € X o tej wlasnodci, ze Vo yea, (z#y=o(z,y)> 1) (¥
Istotnie niech n € N* oraz x,, = {4 C X : A ma wlasnosé¢ (x)}

(Xn, C) - czeSciowy porzadek

Sprawdzimy czy kazdy tancuch £ C x, ma ograniczenie gérne w
Ustalmy £ € x,, (naturalnym ograniczeniem L jest |J £

(?) U £ ma (+)

Ustalmy x,y € |J £ = 3a,,a,ec =€ Az, y €Ay

Skoro Ay, Ay e L= A, CA, VA, CA,

Niech przykladowo A, C A,. Wtedy z,y € A, € L

Ale A, spelnia (*) (bo £ C ), a wiec o(z,y) > %
czyli|J L € x, azatem na mocy Lematu Kuratowskiego-Zorna w zbiorze ., istnieje element maksymalny
Koniec Claim’a

V. A, maksymalny zbiér spelniajacy (*) dla n (Z Claimu)

A=, cn An - gesty i przeliczalny

B={K,(z,;):z€AkeNT}

A =, eny An - maksymalny w sensie inkluzji zbiér punktéw przeliczalnych taki, ze

(%) Voyea, olz,y) >

Sprawdzimy, ze

1) A, - przeliczalny

2) B jest baza

Ad.1

Zauwazmy, ze

Voen+ {Ko(x,5-) @ € Ay} - rodzina kul parami rozlgcznych

1

Istotnie jesli n jest ustalone oraz z € Ky(z1, i) N Ky(w2, 5,

) dla pewnych z1,29 € A —n to wtedy
o(z1,22) < 0(w1,2) + 0(2,32) < 5= + 5= = 1

Sprzecznosé z (*) dla A,

Poniewaz przestrzen ma wlasno$¢ Suslina to

(K (@, 55) 0 € AnH] = [Aa] < Ry

Stad A jest przeliczalny

Ad.2

Ustalmy z € X, € > 0

Pokazemy, ze istnieje z € A,k € N,z € K, (, %) C Ky(z,¢€)
Niech ng bedzie takie, ze % <e

Zauwazmy, ze z maksymalnoéci zbioréw A,, dla n € N mamy
VneN UxeAn K,(z, %) =X

Stad Jrea,,, 2 € Kolz, =) k= 2ng

Pozostaje sprawdzié, ze K,(z, %) C Ky(z,€)

Ustalmy y € K,(z, 1)



(MNoly,z) <e
Mamy o(y,z) < o(y,2) + 0(%,2) < 35— + 50— = = <¢

Twierdzenie 11.1

Przestrzenie zwarte metryczne sa oérodkowe

Dowdd

Niech (X, o) bedzie przestrzenig metryczna za$ (X, 7,) niech bedzie przestrzenia zwarta
(?) HAOQX |A0| < No/\ ClAO =X

Niech A = A, bedzie tym samym zbiorem co w dowodzie poprzedniego twierdzenia

neN
Przypomnijmy ponadto, ze

UxeAn K,(z, %) =X neNt

() Zatem Vpen  Pn = {K,(z, L :z € A,} - jest pokryciem otwartym zbioru X
Zwartos¢ X = Vpeny 3r,cp, Bl <NoAU R, =X

Zatem Voen 3,000 ca UM K, (2™ Ly = X

Ry = {K@{", 1), . K,(z{), 1) neN

Ay = UneN{xE") :1=1...k(n)} - przeliczalny

(?) Ao - gesty & Viex, ex0 Kp(z,e) NA#D

Ustalmy z € X, € >0

Niech ng € N bedzie takie, ze n—lo <e

(no
i

Poniewaz R,, jest pokryciem zbioru X to istnieje z ) € Ao (pewne z zakresu i = 1...k(n)) taki, ze

(no) 1
z € K,(x; ,n—o)

Wtedy xz(.no) € Ky(z, 2)(C K,(2,6)) N Ay

7710

Whniosek 11.1

Przestrzenie zwarte metryczne maja wlasnosé Suslina i baze przeliczalng
(W(X) = d(X) = e(X) = No)

W(X) - waga przestzreni (minimalna moc bazy)

d(X) - minimalna moc zbioru gestego

¢(X) - liczba Suslina

Definicja 11.1

Moéwimy, ze przestrzen metryczna (X, o) jest ciagowo-zwarta (jako przestrzen topologiczna), gdy kazdy

ciag punktéw tej przestrzeni zawiera podciag zbiezny



Twierdzenie 11.2

W przestrzeni ciagowo-zwartej z kazdego pokrycia otwartego i przeliczalnego mozna wybraé¢ podpokrycie

skonczone

Dowdd

Niech (X, o) bedzie przetrzenia metryczna ciggowo-zwarta

Niech P = {U, : n € N} bedzie pokryciem otwartym zbioru X

Hipoteza

Vnen UpU...UU, #X

Niech Vpeny 2, € X\(UpU...UT,)

Wtedy z {z,, : n € N} nie mozna wybraé¢ podciagu zbieznego co przeczy zalozeniu

Istotnie, gdy {ym : m € N C {x,, : n € N} byl zbiezny do pewnego y € X to istnieje U,, € P taki, ze
Yy € Un,

Zauwazmy, ze na mocy hipotezy Vy,>n, @n & Up, stad takze {ym, :m > no)} N{z, :n>ne} NU,, =0
Sprzeczne z tym, ze y = limpen Y, (W Uy, powinny si¢ znalez¢ prawie wszystkie wyrazy ciagu {y, : n € N}

Udowodnione

Twierdzenie 11.3 (Borela-Lebesgue’a)

Przestrzen metryczna jest zwarta witw, gdy jest ciagowo-zwarta

Dowdd

(=)

Zalézmy, ze przestzren (X, o) jest zwarta

Ustalmy ciag punktéw {z, :n € N} C X

Vnen Fni=c{zg : k> n}

Zauwazmy, ze F,,.1 CF, neN

Czyli F = {F,, : n € N} jest rodzina scentrowana zlozona ze zbioréw domknietych
Zwartos¢ X = (| F#0

Niech z € | F

Twierdzimy, ze = lim,en vy, dla pewnego {y, : n € N} C {z,, : n € N}

Voen Ko(z, 2)n{azy:k>n} #0

Oczywiscie limy, oo Yn, = T, bo Vgen Vnzn, Un € Kp(z, %)

(<)
Zalézmy, ze przestrzen (X, p) jest ciagowo-zwarta

Zauwazmy, ze jesli P, jest pokryciem zbioru X kulami o promieniach % to na mocy zalozenia ciagowej



zwarto$ci

CDN. (reszta ponizej)

Definicja 11.2

Przestrzen metryczng nazywamy zupelna, gdy kazdy ciag spelniajacy warunek Cauchy’ego jest w niej

zbiezny
Uwaga 11.1
Warunek Cauchy’ego dla ciagu {z,, : n € N} C X

V6>0 3no Vn}ng Q(x’I’L?xTL(]) <e

Oczywiscie kazdy ciag zbiezny jest ciagiem Cauchy’ego
Kazdy ciag Cauchy’ego zawierajacy podciag zbiezny jest zbiezny

Twierdzenie 11.4

Przestrzenie zwarte metryczne sa zupelne

Dowé6d

Oczywiste: Tw 11.1 + zalozenia

Lemat 11.1

Podprzestrzen M przestrzeni zupelnej (X, o) jest zupelna witw, gdy jest podzbiorem domknietym

Dowéd

=)

M C (X, 0) Zalézmy, ze (M, 7ar) = (M, 0y,,,) jest zupelna
(7) cIM = M

clM O M - oczywiste

Ustalmy z € clM, z odpowiedniego lematu istnieje ciag punktéw {z, : n € N} C M taki, ze x =
lim,, oo Tn,

Poniewaz {x,, : n € N} jest zbiezny w X, to spelnia warunek Cauchy’ego w X, ale tez w M

Zupelo$é M = {z,, : n € N} - zbiezny w M

7 jednoznacznosci granicy w przestrzenioach metrycznych x € M

(?)M-zupelna

Ustalamy ciag Cauchy’ego {x, : n € N} C M

Ciag {x, : n € N} jest zbiezny w X do pewnego x € X

r=1lim, .o € cIM =M



Uwaga 11.2

W przestrzeni metrycznej (X, o) jedli limz, = y Alimz, =z tox =y
Hipoteza

r#y=o(x,y)=d>0

Poniewaz K,(z, 2d) N K,(y, 3d) =#

to mamy sprzecznosé z tym, ze

Hno Vn)no Tn € KQ($7 %d) N Kg(y7 %d)

Uwaga 11.3

Dwie topologie metryczne na tym samym zbiorze (X, 1), (X, 02) sa réwnowazne witw, gdy Viz, menp,ecex  liMn oo 01(Tn, ) -

0= oa(zp,z) =0

Dowéd tw. Borela-Lebesgue’a cd.

Zalézmy, ze (X, o) jest clagowo-zwarta

(X, 71,) - zwarta

Vnent An - zbiér (maksymalny w sensie inkluzji) punktéw takich, ze
Veyer, omy) > ()

Zauwazmy, ze Vpen+  |An| < Ro

Istotnie, gdyby 3,,en+ |An| > o to istnialby ciag {x, : n € N} spelniajacy (*),,, a wiec bylby to
ciag, z ktorego nie mozna byloby wybrac podciagu zbieznego

Zatem Vpeny |An| < Ro

A=, en An

Zbior A jest gesty i przeliczalny

Istotnie jesli e > 0,2 € X to istnieje ng € NT takie, ze nio <e
Poniewaz UyeAnO K,(y, n%) =X

to Jyea xEKQ(y,niD)

o
olz,y) < 7710 <e

stad y € K,(z,e) = Ky(r,e)NA# 0

Zatem (X, 7,) jest osrodkowa

Z odpowiedniego lematu (X, 7,) ma baze przeliczalna, a wiec z kazdego pokrycia zbiorami otwartymi
mozna wybraé¢ podpokrycie przeliczalne. Istotnie niech B bedzie baza przeliczalna

Wtedy B ==

Vuep Ry,={VeP:UCV}

Jedli R, # P to niech V,, € R, (AC)

R={V,:U e BNR, #0}

Vvep Ru=0= Vyep VNU#0=3y, V CVNU=R,#0

UR=X |RI<|B|<X RCP



Na mocy twierdzenia 11.2 z pokrycia R mozna wybra¢ podpokrycie skonczone

Definicja 12.1

Niech (X, o) bedzie przestrzenig metryczna oraz niech A C X bedzie podzbiorem niepustym
Srednia zbioru A nazywamy wielkosé diam(A) = sup{o(z,y) : z,y € A}

Jezeli diam(A) < 400, to méwimy, ze zbiér A jest ograniczony

Przyktady 12.1

W przestrzeni dykretnej kazdy zbiér jest ograniczony

Twierdzenie 12.1 (Cantora I wersja)

Przestrzen metryczna (X, o) jest zupelna witw, gdy kazdy ciag {F,, : n € N} zbioréw domknietych, taki
ze

1) limy— oo diamF,, =0

2) Fh,y1CF,,neN

ma przekrdj niepusty

Dowdd

(=)

Zalézmy, ze (X, o) jest zupelna oraz niech {F,, : n € N} bedzie ciagiem zbior6w domknietych spelniaja-
cym 1) i2)

Niech z,, € F,,,n € N

1) {x, : n € N} spelia warunek Cauchy’ego

Zatem z zupelnosci (X, o) istnieje granica ciagu {x,, : n € N} powiedzmy, ze x € X
Wystarczy sprawdzi¢, ze x € (), ey Fn

(Hipoteza)

Fnoen T & Fyy = clFy,

Istnieje zatem kula K,(x,¢) rozlaczna z F,

Ale Vyp>pn, xn € Fp, zatem

|Kp(z,e) N {zpm :me N} <npy—1

Sprzecznosé z tym, ze x = lim,_,o Ty,

(<)

Zal6zmy, ze dla kazdego ciagu {F,, : n € N} takiego jak w wypowiedzi twierdzenia zachodzi
Mnew Fn 70

Pokazemy, ze (X, o) jest wtedy zupelna

Niech {z, : n € N} C X bedzie ciagiem Cauchy’ego

Niech F,, := cl{z;m, :m >=n},neN



Oczywiscie F,41 C F,,n € N

Zauwazmy takze, ze lim,,_, ., diamF;,, =0

Istotnie warunek Cauchy’ego oznacza, ze Veso Jngen diambFy, <€
Zatem na mocy zatozenia (), o Fr 7# 0

Niech z € N

nen Fn- Pokazemy, ze lim, o x, =

Ustalmy € > 0= J0en Vazn, 0(Zn, Tny) < § czyli diam(F,) <

Nm

Z drugiej strony x € (), .y Fn = 2 € Fy,

neN
stad Visn,  {n,z} C Fp,
wynika z tego

o0, 7) < 0, Tng) + 0(ng, 7) < 2

Przekrdj rodziny zbioréw {F, : n € N}, o ktérym mowa powyzej jest oczywiscie (o ile jest # @) 1-
elementowy

Hipoteza

Men Ful > 1

Niech z,y € ,,cn Fn

x#£y Wtedy d := o(z,y) >0

Niech ng € N bedzie takie, ze 7710 <d

Dla e = n% istnieje n; takie, ze V>, diamF, <e

Ale z,y € Fy = o(x,y) < nio - sprzeczno$é

Twierdzenie 12.2 (Cantora II wersja)

Przestrzen metryczna (X, o) jest zupelna witw, gdy kazda rodzina scentrowana zbioréw domknigtych
zawierajaca zbiory o dowolnie malych srednicach ma przekrdj niepusty

(<)

Oczywiscie kazda rodzina zbioréw domknietych i niepustych {F, : n € N} spelia warunki 1), 2) z
poprzedniego twierdzenia i jest rodzing scentrowang

Zatem na mocy zalozenia (<) jej przekrdj jest niepusty, stad na mocy poprzedniego twierdzenia prze-
strzen jest zupelna

(=)

Zalézmy, ze przestrzen jest zupelna (a zatem mozemy korzystaé z I wersji twierdzenia Cantora)
Ustalmy F C P(X) - rodzina scentrowana zbioréw domknietych zawierajaca zbiory o dowolnie malych
$rednicach

Niech Fj bedzie zbiorem o érednicy mniejszej niz 2—11
Niech F, bedzie zbiorem o érednicy mniejszej niz =5

itd.

22

diamp oo (Fp) < 2%
A1 =K

AQZFlmFQ



A, =FNF, néecN (bomaFIP)

A = {4, : n € N} - jest rodzina zbioréw domknietych spelniajacych zalozenia twierdzenia 12.1
=NA#D

Niech z € A

Pokazemy, ze x € (| F

Hipoteza

Irerr & Fo

Al =AINF

AL, = AN Ey

A=A, NF, neN

Wtedy rodzina A" = {4], : n € N} takze spelnia zalozenia twierdzenia 12.1
Stad A" # 0

Ale VA CNA={z} - uwaga 12.1

Sprzecznos¢!

Definicja 12.2

Moéwimy, ze zbidér A C (X, 7) jest zbiorem I kategorii Baire’a, gdy jest suma przeliczalnie wielu zbioréw

nigdziegestych (tzn. A = J, oy An gdzie intclA,, = 0)

Twierdzenie 12.3 (Baire’a)

W przestrzeni zupelnej kazdy zbiér I kategorii jest zbiorem brzegowym
Innymi stowy: w przestrzeniach zupelnych zbiory bedace przekrojem przeliczalnie wielu zbiorow otwar-

tych i gestych sa zbiorami gestymi

Dowdd

Niech (X, ¢) bedzie przestrzenia zupeilng oraz niech A = (), .y Gn, gdzie G, jest gesty i otwarty dla
kazdego n € NT

Pokazemy, ze A jest gesty

Ustalmy (0 # U € 7,

(MUNAAD

Mamy V,en UNG, # 0 (bo G, sa geste)

n=1 X;=UNG; #0 - jest to zbiér otwarty jako przekrdj dwoch zbioréw otwartych

Poniewaz przestrzenie metryczne sa regularne, to istnieje taki zbiér otwarty Vi C X, ze

X1 eV1CcVs CUNGNK,(Xy, 2%) - otwarty i niepusty, X; tam nalezy

Zauwazmy, ze diam clVy < 2 - % =1



Analogicznie

n=2

xo € V1N Gs # B (bo Ga geste) - jest to zbiér otwarty

Wybieramy V — 2 € 1, tak, aby

Xo € Vo CclVa CViNGeN Ky(Xo, %) - otwarty i niepusty (X2 tam nalezy)

Mamy wtedy clV, C Vi C clVy

diamVy < 2- § = 3 itd...

Na n-tym miejscu:

X, CV, SV, CVi NG NKy(z, 57)

Majac skonstruowang, rodzine { clV,, : n € Nt} zauwazmy, ze jedli jest to rodzina scentrowana ztozona
ze zbioréw domknietych o érednicach malejacych do zera to na mocy twierdzenia Cantora:
{7} = Mer Vo # 0

Mamy

Vo z€cVo=(n=1)=zeccdV; CU

Vo zecdV,CGr=>are(N,en=4

Uwaga 13.1

W dowolnej przestrzeni topologicznej (X, 7) przekrdj skonczonej ilosci zbioréw otwartych i gestych jest
zawsze gesty

Indukcja:

n=2 G1,Gy - geste i otwarte

Vorver, UNG1#0 (zb. otwarty) = Go N (UNGy) # 0

n + 1 - éwiczenie

Przyktad 13.1

Przestrzen R z metryka euklidesowa jest przestrzenia zupelna

Istotnie ustalmy {z,, : n € N} C R - ciag Cauchy’ego

TnoeN Ynsng |Tn = ZTngl <1=VYazn, @n € [Tng — 1, Tny + 1]

Odcinek [x,, — 1, @y, + 1] jest zwarty, a wiec na mocy twierdzenia Borela-Lebesgue’a jest ciagowo-zwarty
Zatem sposrdd ciagu {z, : n > ng} mozna wybraé podciag zbiezny

Na mocy odpowiedniej uwagi ciag {z,, : n € N} tez musi byé zbiezny (jako cigg Cauchy’ego zawierajacy

podciag zbiezny)

Definicja 13.1

Niech X bedzie niepustym zbiorem
Moéwimy, ze ciag {fn, : X — R:n € N}



(I)  spelnia jednostajny warunek Cauchy’ego, gdy
v€>0 EanGN vn,m}no VIGX |fn($) - fm(l')| <e

[Vnzny Veex [fu(@) = fin(2)| <

(IT)  jest jednostajnie zbiezny do f : X — R, gdy

v5>O ElngGN v'rL>no vxEX |fn(m) - f($)| <e

Uwaga 13.2

Jezeli {f, : n € N} C RX jest zbiezny jednostajnie do pewnej funkcji f : X — R to spelnia jednostajny

warunek Cauchy’ego

Twierdzenie 13.1

Jezeli ciag {f, : n € N} spelnia jednostajny warunek Cauchy’ego to jest zbiezny jednostajnie do pewnej

funkcji f: X — R

Dowdd

Mamy

£
v6>0 3'rLDEN vn,m}no vaX Ifn(x) - fm(x)l < 5

Stad dla kazdego = € X ciag {f.(x) € R:n € N}(I) jest ciagiem Cauchy’ego (w zwyklym sensie)
Skoro prosta jest przestrzenia zupelna to
Vee X 3, lim,c fo(@) =Yy
Definiujemy f : X — R wzorem f(z) = y,,z € X
Mamy
Voex Fnen Vazn, fo(@) —yal < 5UID)

Dla kazdego x € X my, = max{ng,no}

Wtedy dla kazdego n > ng mamy

[Fa(@) = F@)] < 1fa(@) = Fon, @] + o, (@) = @) < 5 + 5 =<

Wiynika to z (I) i (II)

Twierdzenie 13.2

Granica jednostajnie zbieznego ciagu funkcji ciagtych {f, : n € N} C RX jest funkcja ciagla



Dowé6d

Niech f, = f € RX (jednostajnie zbiezna)
fn - ciagle dla kazdego n

(?) f - ciagla & f - ciaglta w kazdym punkcie
Ustalmy 2o € X >0

Wtedy V,en  fn jest ciagla w punkcie xg(x)

Ze zbieznosci jendostajnej ciagu f,, do f mamy
€
vs>0 ElngGN vn)ng VmEX |fn(m) - f((E)| < g (* * *)

E =&

(x) dla ng

3Ul,ogX fno(Ua:g) g (fn(xO) - E‘?Oa fn(ajo) + 6?0) (**)

Uz, - otwarte

Wystarczy sprawdzié, ze f(Uyg,) C (f(z0) — €0, f(x0) + €0)
Ustalmy = € Uy,

(?) [f(z) = f(zo)| < &0

Mamy:

[f(2) = f(zo)| < 1f(@) = Fro (@) + [frg () = frng (o) | + [ (o) = flo)| < T+ F

(***) dwa razy zastosowanego)

Lemat 13.1

W zbiorze RX gdzie X # () mozna okresli¢ metryke o réwnowazng jednostajnej zbieznoéci tzn. zachodza

wtedy warunki

(’L) V{fn:nGN}QRX fiz—R fn = f < lim, oo Q(fnvf) =0

(i) Yif.menycrx {fn :n € N} spenia jednostajny warunek Cauchy’ego < {f, : n € N} jest ciagiem

Cauchy’ego (w zwyktym sensie) w przestrzeni (R, )

Dowéd

Niech o(f,9) = min{sup,c x | f(z) — g(z)[, 1}
Dla kazdej pary f,g € RX

Istotnie p jest metryka

Oczywiscie o(f,9) =0< f=g

Symetria jest oczywista

Warunek tréjkata:

(7) o(f,h) < o(f.g9) + o(g, h) dla f,g,h € RX
I o(fig) =1V olg,h) =1

Wtedy o(f,h) <1< 1+ "cos”



II o(f,g9) =sup,ex [f(z) — g(x)] <1

0(g, h) = sup,ex [g(z) — h(z)] <1

o(f,h) < supyex |f(z) — h(z)] < (nieréwnosé trojkata) suprex (|f(z) — g()| + |g(z) — h(z)]) <
supgex |f(2) = g9(@)| + supyex [9(z) — h(z)| = o(f,9) + olg, h)

Zauwazmy, ze jednostajny warunek Cauchy’ego

Ves0 Jne Vamzne  Veex |fn(z) = fm(z)] <€

Implikuje

v€>0 Hng vn,m}no sup |fn(x) - fM($)| <e
zeX

(czyli > Q(fna fm))

Wynika stad, ze ciag {f,, : n € N} jest ciagiem Cauchy’ego w przestrzeni (RX

,0)

I odwrotnie jesli Voccc1 3y Vnmzne  0(fn, fm) <€ (=supyex |9n(x) — f(2)])
Stad Yo<e<1  Fng Vnmzne Veex |fa(z) — f(2)] <€

i) fn=fe

Ves0 Fng Vazne Vaeex |fa(z) — f(z)| <e

A wiemy ze po kwantyfikatorze ”dla kazdego x” caloé¢ jest réwna

sup,ex |fn(z) — f(z)| <&, ale jest tez > o(fn, f)

Czylin — oo czyli o(fn, f) — 0

I odwrotnie analogicznie do (ii)

Whniosek 13.1

Przestrzen funkcji ciaglych i ograniczonych okreslanych na zbiorze niepustym X o wartosciach rzeczy-

wistych, gdzie na X mamy zadana topologi¢ z metryka zupelna ’supremum’ jest przestrzenia zupelna

Fakt

(X, 0) - przestrzen metryczna

Wtedy o' (z,y) = min{o(z,y), 1} wyznacza metryke réwnowazng wzgledem o na X (éwiczenie)

Dowdd wniosku

Metryka ’supremum’ jest rownowazna metryce ¢ z poprzedniego lematu
C*(X)={f:X — R {- ciggla i ograniczona }

Niech {f, : n € N} C C*(X) bedzie ciagiem Cauchy’ego przestrzeni (C*(X), o)
Na mocy lematu {f, : n € N} speklia jednostajny warunek Cauchy’ego

C*(X) CRX & {f, :n € N} - zbiezne jednostajnie do pewnej funkcji f

f:X — R— f - ciagla (twierdzenie 13.2)

Pozostaje sprawdzié, ze f jest ograniczona



Skoro f, = f to

v5>0 Elng vn}no \V/;cEX ‘fn(x) - f(JU)‘ <e

e:=1ng (dlae=1)=mn

frn € C*(X) = >0 Supzex [fo (2)] < M
Ustalmy z € X

[f (@) <[f(2) = fo, (@) (< 1) + [fn, (2)] (< M)
Zatem sup |f(x)| <1+ M

Definicja 14.1

Niech (X, d) oraz (Y, 0) beda przestrzeniami metrycznymi
Funkcje f: X — Y nazywamy izometria, gdy

vm,y d(ﬂj,y) = Q(f(x)a f(y)) (*)

Czyli izometrie to funkcje, ktore zachowuja odlegtosé

Przyktad: Dowolne translacje w przestrzeniach euklidesowych

Uwaga 14.1

Kazda izometria jest réznowartosciowa i ciagta

Istotnie

T1=17 Jesli f(x) = f(y) to z (x) d(z,y) = o(f(z), f(y)) = 0 wiec z =y
Ciagtodé: ¢ >0,z € X

Jesli o(f(y), f(x)) <e = (x) d(z,y) <e

FHE(f(2),€)) 2 Ka(w,¢)

Definicja 14.2

Jedli izometria f : (X,d) — (Y, o) jest suriekcja to jest homeomorfizmem

Moéwimy wtedy, ze przestrzenie (X, d) oraz (Y, o) sa izometryczne

Lemat 14.1

Niech (X, g) bedzie przestrzenig metryczng oraz niech {z,, : n € N} i {y, : n € N} beda ciggami punktéw
zbioru X zbieznymi odpowiednio do punktéw x i y.

Wtedy limpn—oo 0(Tn, Yn) = On—oo(limzy, limy,) = o(x,y)

Ustalamy € > 0

Z zalozenia 3, —max{n;,no}eN Vnsng O(Tn,T) < 5 A 0(Yn,Y) < § (n1 dla z,,ne dla yy,)

l0(zn,yn) — o(z,y)| < [o(2n, @) + o(x,y) + 0(Yn, y) — 0(z,y)| = o(zn, ) + 0(yn,y) < 5+ 5 =¢
Przypomnienie:

|dist(z, A)—dist(y, A)| < o(z,y)



lub prostsza wersja:

|d(z, 2) —d(y, 2)| <oz, y) (xx)

Twierdzenie 14.1

Kazda przestrzen metryczna (X, ¢) mozna zanurzy¢ izometrycznie w przestrzeni zupelnej

Dowdd

Y = C*(X) - przestrzen zupelna

Izometri¢ ¢ : X — C*(X) (z metryka supremum) okre$lamy nastepujaco

o(z) = g, gdzie Vyex  z(y) = d(z,y) — d(y, a) gdzie a jest ustalonym dowolnie punktem zbioru X
1) . jest ciagla i ograniczona dla z € X

Ciagloéé: ustalamy y, —— y

(?) @2(yn) — #x(y)

P2 (yn) = @2 ()] = |d(z,yn) — d(y, a) — d(z,y) — d(y,a)| < |d(z,yn) — d(z,y)| + |d(y,a) = d(yn, a)| <
(%) d(yn,y) (= 0) +d(yn,y) (= 0) —0

Ograniczonosé @, :

P2 (y)] = ld(z,y) — d(y,a)| < (+*) d(z,a) (zalezy od y, stale)

2)  Pozostaje sprawdzié, ze o jest izometria

(?) d(z,y) = 0Pz, py)

0Pz, py) = sub.ex lpa(2) =y (2)] = sup.ex |d(z,2) —d(z,a) = d(y, z) +d(z,a)| < d(z,y) (nie zalezy
od z)

7 drugiej strony

o(Pas py) = sup.ex |9a(2) —@y(2)| > (2 =) |pa() — py(2)| = |d(z,2) —d(z,a) — d(z,y) + d(z,a)| =
d(x,y)

Twierdzenie 14.2

Niech (X,d) bedzie przestrzenia metryczna oraz A C X niech bedzie jej podzbiorem gestym. Wtedy
kazda izometrie okreslona na zbiorze A i o wartosciach w przestrzeni zupelnej (Y, ¢) mozna przeliczy¢

na dokladnie jeden sposéb

Dowé6d

Niech f: A — Y bedzie izometria (A - gesty, Y - zupelna)
Definiujemy:

o: X — Y nastepujaco

1) g(x)=fz) zecA

2) z¢A= (gestos¢ A) X =clA=2xe€cld



Zatem istnieje {x, : n € N} C A taki, ze
2, S
9(2) = limy oo f(22)
Nalezy sprawdzi¢, ze

1) g(z) zawsze istnieje

) g(x) nie zalezy od wyboru ciagu x,,
3) g jest izometria

) g jest jedyna

Ad.1) Ustalmy z, RN {z,:neN}CA

Wtedy {z, : n € N} jako zbiezny spelnia warunek Cauchy’ego w X

Poniewaz f jest izometria = (x){f, : n € N} jest takze ciagiem Cauchy’ego (x) (definicja 14.1), a wiec
na mocy zupelnosci (Y, g) jest zbiezny

Ad.2 Niech limy, o z, =z = lim,, oo @,

gdzie {z, :n e N}U{z),:neN} C A

o(f(zn), f(x,))

(2) Tty oo () = litny oo ()

o(limy, o0 f(2n),limy, oo f(20,)) = limy oo o(f(xy), f(2))) =( f izometryczna) lim, o d(x,,z)) =
d(limy, 00 Ty, limy, 00 2}) = d(z,2) =0

Ad3  (7) o(g9(2), 9(y)) = d(z,y) zyeX

I z,y € A - ré6wnos¢ zachodzi: g(z) = f(z) g(y) = f(y) — f izometria

I z,yg A

Niech z, (€ A) L yn(€ A) 4, y

2(9(x), 9(y)) = o(limp o0 f(2n), liMn oo f(yn)) = limp o0 0(f (xn), f(yn)) = (izometria) limy, oo d(wn, yn) =
d(z,y)

Ad.4 Wynika z poprzednich wykladéw

Whniosek 14.1

Kazda przestrzen metryczng (X, d) mozna zanurzy¢ izometrycznie w pewng przestrzen zupelna (Y, o) tak,

aby obraz zbioru X poprzez to zanurzenie byl gesty w Y oraz tak, aby Y byta wyznaczona jednoznacznie

Dowdd

Na mocy twierdzenia 14.1 przestrzen (X, d) mozna zanurzy¢ izometrycznie w C*(X) poprzez izometrie
9, Y = clg(X) - od razu widaé, ze obraz g(X) jest gesty w Y

Wtedy Y jest domknigtym podzbiorem przestrzeni zupelnej C*(X), a wiec jest podprzestrzenia zupelng
Jednoznacznos$¢ wynika z poprzedniego twierdzenia

Przestrzen (Y, g [yz) nazywamy uzupelnieniem przestrzeni X



