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Geneza
Twierdzenie Peano dotyczy istnienia rozwigzania zadania Cauchy’ego

vy =29 _ pi ) (1a)
y(to) =0 (1b)

dt

o cigglej prawej stronie f.

Autorem tego twierdzenia jest wloski matematyk Giuseppe Peano.
Pierwszy raz zostato ono zaprezentowane w 1886 roku wraz z blednym
dowodem. Poprawny dowdd G.Peano przedstawil cztery lata pézniej, w
1890 roku.

Tresé¢ twierdzenia

Tw. (Peano)

Niech D C R™ bedzie zbiorem otwartym i niech f bedzie funkcjq ciggle, f € C°(D,R),
wtedy dla dowolnego punktu (to,yo) € D istnieje liczba o« > 0, taka ze zadanie Cauchy’ego
(1a),(1b) bedzie mialo rozwigzanie y(t) okreslone dla t € [ty — a,to + ], gdzie liczba o jest
dostatecznie malta.

Dowdd

Twierdzenie Peano mozna udowodni¢ na dwa rézne sposoby. Pierwszym z nich jest uzycie
metod aproksymacyjnych (np. metody Eulera). Dowéd ten jest jednak dtugi i skomplikowany
technicznie. Drugim sposobem jest skorzystanie z dwoch twierdzen z analizy funkcjonalne;j.
Pierwszym z nich jest twierdzenie Arzeli-Ascoliego (kryterium zwartosci w przestrzeniach
ciagtych C°([a,b])), a drugim twierdzenie Schaudera. Wtasnie za pomoca tych narzedzi prze-
prowadzimy postepowanie dowodowe. Na poczatku przypomnijmy tres¢ dwoch interesujacych
nas twierdzen pomocniczych.

Tw. (Arzeli-Ascoliego)
Niech G bedzie podzbiorem przestrzeni C°([a, b)), gdzie |a,b] jest przedzialem w R™. Jesli
funkcje rodziny G spetniajq warunki:

1. sq wspdlnie ograniczone
- vV oV lglz)| <M

M>0 z€lab] geG

2. sa jednakowo jednostajnie ciggle

V |x— x| <d = |g(z) — g(z0)| < €
e>0 >0 zg€lab] g€CG



to 2biér G jest wzglednie zwarty w C°([a,b], R™)

Dowdd tego twierdzenia w jezyku polski mozemy znalez¢ w ksigzce Juliana Musielaka - Wstep
do analizy funkcjonalnej. Przypomnimy teraz definicje wzglednej zwartosci.

Def.

W przestrzeni metrycznej zwartosé zbioru jest rownowazna ciggowe) zwartosci tzn. z dowol-
nego ciqgu (Tn)nen C A mozna wybrac podciqg zbiezny do pewnego elementu a € A. Wzgledna
2wartosc mowi tyle, ze zbior B jest wzglednie zwarty, gdy B jest zwarty.

Drugim istotnym twierdzeniem jest twierdzenie Schaudera.

Tw. (Schaudera)

Jesli K jest zbiorem niepustym, domknietym i wypuktym w przestrzeni Banacha B, a odwzo-
rowanie T: K — K jest ciggle i ma te wlasnosé, ze obraz T(K) jest wzglednie zwarty to
istnieje punkt o € K, Ze T'(zg) = o

Twierdzenie to informuje nas o tym, ze punkt staly istnieje. Nie wykazuje jednak jego jed-
noznacznosci. Fakt ten powierdzaja ponizsze przyktady.

Przyklad. Niech K bedzie kulg domknieta w R™ o $rodku w O i promieniu 1.

1. T =1id - wszystkie punkty sq stale.

2. T - obrét o kqt 60° - jeden punkt staly (Srodek).

3. T - obrot o kgt 180° - Srednica stanowi zbior punktow statych.

Uwaga. Jesli stosujemy twierdzenie Schaudera w przestrzeni funkcji cigglych C°([a,b],R) to
do sprawdzenia wzglednej zwartosci stosujemy twierdzenie Arzeli-Ascoliego.

Majac juz podane dwa pomocnicze twierdzenia mozemy przejé¢ do wlasciwego dowodu twier-
dzenia Peano.



Dowad.

Ustalmy punkt ( ¢ , o ) € D i obierzmy stale a,b > 0 tak, aby kostka
—~— —
eR  eRn

P = {(tay) ER”+1: ’t—to‘ <a7 ‘y_y0| < b}

zawarta byta w D (czyli P jest zbiorem zwartym calkowicie zawartym w zbiorze otwartym).
Na mocy ciaggtosci f w D funkcja f musi (w zbiorze zwartym) przyjmowaé kresy. W szcze-
gblnosci

3 v |fty)l<M

M>0 (t,y)eP

Obierzmy stala o w taki sposdb, aby o < min{a, %} W przestrzeni Banacha B = C([ty —
a, to + al) rozpatrujemy zbior

K ={¢eCto— a,to+a]): ||¢ —yol|p < b}
gdzie yo - stala, [[¢ — vol| = subseity—atgra) 110(E) — yol| <D

W jednym wymiarze jest to kula o promieniu b i srodku yy. Okreslimy teraz odwzorowa-
nie 7': K — B dane wzorem

T(O)0) =+ | fs.0()ds

Musimy sprawdzi¢, ze dla wprowadzonych wyzej obiektow zachodzi twierdzenie Schaudera.
Zauwazmy, ze zbior K jest kulag domknieta w przestrzeni B, stad jest to zbiér niepusty i
wypukty:

1. yo € K = K - niepusty

2. 91,09 € K, By + (1 — [)pe € K - kombinacja jest funkcja ciagta (trzeba wykazaé, ze
jesli [|o1 — vol| < b, ||p2 — wol| < b to zachodzi ||(Be1 + (1 — B)P2) — wo|| < b - zadanie
domowe).

Zamiast szukaé rozwiazan rownania (1a),(1b) mozemy rownowaznie szukaé¢ punktéw statych
T w K. W tym celu zastosujemy twierdzenie Schaudera. Przejdzmy wiec do sprawdzenia jego
warunkéw. Zobaczmy, ze T(K) C K. Niech ¢ € K, zauwazmy, ze T(¢) jest funkcja ciagta
(jako catka gérnej granicy y), szacujemy dalej:

IT@) = wll= s [T@E-wl= s Ju+ [ f5.0())ds — | <

te[tofa,t0+a] tE[tofo{,t(rl’Oz]

t
sup [ |f(s.0())lds < M <a-M<b

te [to —a,to —|—Od to

Pozostata nam do sprawdzenia wtasnosé, ze T'(K) jest zbiorem wzglednie zwartym w prze-
strzeni Banacha funkcji cigglych. Sprawdzimy to przy uzyciu twierdzenia Arzeli-Ascoliego

3



(stosujac je do T(K) jako podzbioru funkcji ciagtych). Po pierwsze K C C°([ty — «, tp + a])

i dodatkowo zbiér T'(K) jest ograniczony w przestrzeni funkcji ciagtych C°([ty — «, to + @)
bowiem

o — yOHCO([tO—a,to—l—a]) <b
doktadniej

[@]]co(ito—artora)) < & = ollcoto—atoral) + [Yollco(to—ato+al) < bl|¥ollco(ito—asto+a))

Wszystkie normy sa szacowane przez jedna stala, stad wszystkie elementy K sa wspolnie
ograniczone. Po drugie musimy sprawdzi¢, ze elementy T(¢): ¢ € K sa jednakowo jednostaj-
nie ciggte. Rzeczywiscie

1)) - T@) ) = | [ fe0()de] < [ {9z <M=

M - (t — s) jest takie samo dla wszystkich ¢, wynik oszacowania zatem nie zalezy od wyboru
¢ z K i pokazuje ciagto$¢ (jednakowa jednostajna).

T(K) spelnia zalozenia twierdzenie Arzeli-Ascoliego, wiec jest to zbiér wzglednie zwarty.
Pozostato pokazac, ze T: K — K jest ciggle jako odwzorowanie pomiedzy przestrzeniami
Banacha. Sprawdzimy teraz ostatni warunek z twierdzenia Schaudera czyli ciagtos¢ T: K —
K. Aby to pokazac uzyjemy ciggtosdci funkeji f w prostokacie P

Dla dowolnych (1, 1), (t2,y2) € Piy 3 |(t1,91) = (t2, 92)| <0 = | f(tr,91) = [ (E2, 92)| < 2-

Wezmy dowolne ¢, € K i argument s € [ty — a, tg + o oraz || — ¢HB J. Wtedy

lp = ¥lls <0 = [f(s,0(s)) = f(s,4(s))| < E
Dalej

1T ~TWlla = sw s+ [ fsolo)ds =+ [ Fls.0(5)ds] =

te [to —a,to +a]

sup ’/to s,0(s f(S,Qﬂ(s))ds]‘ < sup t |f(s,0(5)) — f(s,1(s))|ds <

te[to a,to+o teto—a,to+al Jto
te
< sup —ds < ¢
tefto—a,to+a] Jto &

To oznacza, ze T: K — K jest ciaglty w przestrzeni funkcji ciagtych B.
Sprawdzilismy zatem wszystkie zatozenie twierdzenia Schaudera. W rezultacie operator T
ma w zbiorze K punkt staly (niekoniecznie jeden).
T(u) =
uEHK ( )

Mamy wigc ciagte rozwiazanie réwnania catkowego
t
Yo —I—/ f(s,u(s))ds =u(t) dlat € [ty — a,ty + af
to

To ciagte rozwigzanie jest automatycznie réozniczkowalnym rozwigzaniem zadania Cauchy’ego

(1a),(1b) O



