Wykazanie, ze splot dwéch identycznych funkcji pro-
stokatnych jest funkcja tréjkatng

Na poczatku przypomnijmy definicje funkcji prostokatnej i trojkatnej
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Naszym celem jest obliczeniu splotu dwoch funkcji prostokatnych czyli

rect(t) * rect(t) = /OO rect(7) - rect(t — 7) dr
Catkowanie odbywac sie bedzie tutaj wzgledem zmiennej 7, a zmienna ¢ w calce bedzie
peita role statej. Rozwazymy teraz przypadki, dla ktorych splot przyjmowaé bedzie
rozne wartosci. Na poczatku przeprowadzimy badanie pewnych wartosci ¢, tak aby moc
zaobrazowac i ogolni¢ uzyskane rezultaty dla dowolnego t. Rozpocznijmy od wykresu
funkeji prostokatnej rect(r).
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Wykres funkcji rect(t — 7) bedzie mial identyczny ksztatt, lecz bedzie nieco przesuniety
w zaleznosci od wartosci t. Przyktadowo ponizej prezentujemy wykres funkcji rect(%—T).
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Postaé¢ powyzszego wykresu tatwo uzyskaé stosujac wprost definicje:

5 0, %—T>%
rect<2—7>: %, %—7’ :%
L, |2-7/<?i
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Zauwazmy, ze iloczyn funkcji prostokatnych pod catka bedzie zerowy, jesli ”oba prosto-
katy” (wykresy obu funkcji prostkatnych) nie beda miaty czesci wspdlnej. Przyktadowo
W ponizszej sytuacji
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dla 7 € [—%, %] wartosci rozne od zera uzyskamy dla czerwonego prostokata, a zerowe
dla niebieskiego (iloczyn bedzie zatem réwny zero), z kolei dla 7 € [1, 2] bedziemy mieli
odwrotng sytuacje czyli wartosci rozne od zera uzyskamy dla niebieskiego prostokata, a
zerowe dla czerwonego (ale iloczyn dalej bedzie wynosit zero). Dla pozostatych wartosci
T oczywiscie uzyskamy dla obydwu prostokatow zera czyli takze i tu iloczyn bedzie ze-
rowy. Stad mozemy stwierdzié¢, ze w takich sytuacjach splot wyniesie 0 (gdyz pod calka
mamy 0).

Interesowaé nas bedzie zatem takie t, od ktorego wykresy "niebieskiego prostokata”
zarOwno po lewej jak i po prawej stronie beda miaty pewne wspoélne pole z ”czerwo-
nym” prostokatem. Po obu stronach sytuacja bedzie symetryczna, dlatego wystarczy
ze wyznaczmy interesujace nas "graniczne” t dla "niebieskiego prostokata” lezacego na
prawo od ”czerwonego” . Zauwazmy zatem, ze prawy koniec przedziatu, w ktérym ” czer-
wony prostokat” przyjmuje wartosci rozne od zera (czyli %) musi by¢ lewym konicem
takowego przedzialu dla "niebieskiego prostokata”. Stad korzystajac z nieréwnosci dla
krancowych wartosci przedziatu

t—rl =2
T
uzyskujemy, ze
1 1
=t—— lub 7=t+4+= 1
T 5 b T=t4 0 (1)

Chcemy mie¢ lewy kraniec przedziatu "niebieskiego prostokata”, wiec wybieramy mniej-
szg wartos¢ 7 i przyréwnujemy do % czyli prawego kranca przedziatu dla ”czerwonego
prostokata”
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dostajac w ten sposdb wartos¢ granicg t = 1.
J\y
1 1 3 7
T2 2 2

Zatem dla t > 1 otrzymamy wartosci iloczynu prostokatéw réwne 0, a przez co idzie
splot takze wyniesie 0, z lewej strony sytuacja wyglada symetrycznie, stad od razu
mozemy stwierdzi¢, ze

rect(7) - rect(t — 7) = 0 dla |t| > 1.
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(dodalismy tutaj takze punkty ¢t = 1 oraz t = —1, gdyz catka z pojedynczych punktéw
jest nieistotna, nie wptywa na otrzymany rezultat i dlatego mozna ja pominaé)

Teraz zajmiemy sie sytuacja, gdy prostokaty maja pewng cze$¢ wspolnag czyli gdy

t € (—1,1). Wezmy przyktadowo t = % i zauwazmy co si¢ stanie.
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W tym przypadku caltka bedzie rowna polu zaznaczonego na pomaranczowo prostokata
czyli wynosi¢ bedzie
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gdzie h = 1 oznacza dtugos¢ pionowego boku, p oznacza prawy koniec poziomego boku,
a [ oznacza lewy koniec poziomego boku wyliczany analogicznie jak (1) (wzdr pierwszy
na lewy koniec). Podobnie wyliczymy splot dla ¢ = 2.

Ay

~

N
Wl
N
w

Tutaj pole wynosi

p:1.<1_(5_1>):1_5:1
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Zauwazy¢ mozemy analogie do poprzedniego przyktadu. Stad wywnioskowaé mozemy,
ze dla dowolnego t € [0, 1) uzyskujemy caltke (pole) réwne

P=1-1

A co z ujemnymi wartosciami t7 Jak wyglada sytuacja, gdy "niebieski prostokat” lezy
1

na lewo od ”czerwonego”? Rozumujac analogicznie wezmy przyktadowo ¢ = —z.
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Pole wyniesie wtedy

~ 3 2 2 3 3
ATy T

p

gdzie h = 1 oznacza dtugos¢ pionowego boku, [ oznacza lewy koniec poziomego boku,
a p oznacza prawy koniec poziomego boku wyliczany analogicznie jak (1) (wzér drugi
na prawy koniec). Zatem w tej sytuacji dla dowolnego ¢ uzyskamy catke (pole)

1 — |t

Stad dla dowolnego t € (—1,1) mozemy zapisaé, ze pole prostokata bedacego czescia
wspolng " prostokata czerwonego” i "niebieskiego” wynosi

P=1-—|t
Podsumujac uzyskujemy, ze

It <1

rect(t) * rect(t) = { L _O|t|’ H>1 = tri(t)



Transformata Fouriera funkcji sinc?(x)

Obliczymy transformate Fouriera funkcji f(x) = sinc?(x) korzystajac z definicji splotu
funkcji, transformaty funkcji sinc(x) oraz faktu, ze splot funkcji prostokatnych jest
funkcja tréjkatna. Jak wiadomo przyjmuje sie kilka definicji transformaty Fouriera. My
definiujemy transformate unitarng w oparciu o czestosé¢ kotowa czyli

e VT dx
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f(y):\/%/_oof(x

Wiemy, ze transformata funkcji g(z) = sinc(x) wynosi

1 Y
g(y) = —==rect | — 2
3(y) = —=rect () )
gdzie rect oznacza funkcje prostokatna.

Przypomnimy teraz jedna z wtasnosci transformaty Fouriera pozwalajaca obliczy¢ trans-
formaty iloczynu funkcji

fo=——Ff+g (3)
T
Chcemy obliczy¢ transformate f(z) = sinc?(z), zapiszmy ja zatem w postaci iloczynu
f(z) = sinc®(z) = sinc(z) - sinc(x)

i skorzystajmy z wtasnosci (3) oraz transformaty (2), wtedy
- 1 1 Yy 1 Y
= — rect <> * rect <> 4
W =75 (m o) * Vo o @
Przypomnijmy definicje splotu funkcji

fly) *g(y) = /O:O f(x)g(y — ) dx (5)

W naszym przypadku mamy do czynienia ze splotem dwoch identycznych funkeji pro-
stokatnych, zauwazmy ze poprzez zamian@ zmiennych uzyskujemy
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= tri(t) = tri (29;)

gdzie tri oznacza funkcje trojkatna.
A stad wstawiajac powyzsze do (4) otrzymujemy

flz) = \/12_7Ttri <23;)



